Logik und Berechenbarkeit 7. mReduktion von Mengen

/  m-Reduktion von Mengen

7.1 Einfache Eigenschaften

A<mB < 3f(f e RAA=f"1(B))
Eigenschaft 7.1;
@ A<mA
(b) A<\WBAB<C=A<L,C
() A<mB <= (IN\A) < (IN\ B)
(d) A#0 < IN < A

(e) Ist B rekursiv aufzahlbar und A <m, B, so ist auch A rekursiv
aufzahlbar.

(f) Ist B rekursiv und A <\, B, so ist auch A rekursiv.
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Eigenschaft 7.2:  Ist Arekursivund B ¢ {0,IN}, so gilt A <, B, und
sind A,B ¢ {0,IN} und rekursiv, so gelten A <, Bund B <p, A.

Schreibweise: A®B:={2x:xe Alu{2y+1:yc B}

Eigenschaft 7.3 (kleinste obere Schranke): Fur je zwei Mengen
A,BC IN gibteseinC (z.B. C= A& B) derart, dass A <,,C, B<,C
gelten und fir alle C’' C IN aus A <, C’' und B <,,C’ stets C <, C’ folgt.

Eigenschaft 7.4:  Es gibt Mengen A,B ¢ {0,IN} derart, dass A £, B
und B £, A.

WS 2009/2010 40



Logik und Berechenbarkeit 7. mReduktion von Mengen

7.2 mvollstandige, kreative und produktive Mengen

Eine Menge A C IN heil3t mvolistandig, wenn A rekursiv aufzahlbar ist
und fur jede rekursiv aufzahlbare Menge B C IN die Beziehung B < A

gilt.

Eigenschaft 7.5:  Kg :={c(i,X) : K;(X) ist definiert } ist m-vollstéandig.

Lemma 7.6: K :={X: Kx(X) ist definiert} ist m-vollstandig.
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Eine Menge A C IN heil3t produktiv, falls es ein U € P mit der
Eigenschatft

Vi(dom(k;) C A—i e dom(y) AY(i) € A\ dom(K;)) gibt.

P heil3t dabei produktive Funktion far A.

Eine Menge B C IN heil3t kreativ, falls B rekursiv aufzahlbar ist und
IN'\ B produktiv ist.

K ist kreativ (mit Y = Ill als produktiver Funktion fir IN \ K).

Lemma 7.7: Wenn A produktiv ist, so ist A nicht rekursiv aufzahlbar,
und aus A <y, B folgt, dass auch B produktiv ist.

Folgerung 7.8:  Wenn B kreativ ist, so ist B nicht rekursiv und aus
B <m M folgt, dass IN \ M produktiv ist. Weiterhin sind m-vollstandige
Mengen stets kreativ.
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Satz 7.9: Eine Menge A C IN ist genau dann produktiv, wenn es eine
rekursive produktive Funktion fur A gibt.

Eigenschaft 7.10: Es sei f eine rekursive produktive Funktion fir A.
Dann gelten

dom(kx) = {f(x)}
dom(ky) = 0

— f(x) € IN\Aund
— f(x) €A.

Satz 7.11 (MYHILL): Eine Menge B C IN ist genau dann kreativ,
wenn sie m-vollstandig ist.

Lemma 7.12: Ist A C IN produktiv, so enthalt A eine unendliche
rekursiv aufzahlbare Teilmenge.
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7.3 Immune und einfache Mengen

Eine Teilmenge A von IN heil3t immun, falls A unendlich ist, aber keine
unendliche rekursiv aufzahlbare Teilmenge enthalt. A heif3t biimmun,
falls A und IN\ A immun sind.

Eine Menge B C IN heif3t einfach, falls B rekursiv aufzahlbar und IN \ B
Immun sind.

Eigenschaft 7.13:  Es gibt bimmune Mengen.
Satz 7.14: Es gibt einfache Mengen.

Eigenschaft 7.15: Einfache Mengen sind nicht kreativ.
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