Logik und Berechenbarkeit 6. Numerierungen partiell-rekursiver Funktionen

6 Effektive Numerierungen
partiell-rekursiver Funktionen

Eigenschaft 6.1: Fir beliebige k > 1 gilt
Ck+1(X1, c.. ,Xk+1) = Ck(C(X]_,Xg)7 ... 7XkJr]_) .

Eigenschaft 6.2:

q)<k+l)(i7xl7'~7xk) = cD(k)(i?C(XlaXZ)w"?Xk)
r<k+1)(iaxlv~~7xk) = r(k)(i,C(Xl,Xz),...,Xk)
KLEENE-Numerierung: Xyl = c(l(x),c(r(x),y))
XeoooXd = (X Xee1], %

Eigenschaft 6.3:
(X1, - X XLy -5 X = [[Xa, - o X, X2, X
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Satz 6.7 (smn-Theorem, Iterationssatz):

Km+n+l(X0a e aXm+n) = Kn+1([X07~ . ;Xm]axm+1a s 7Xm+n)

Satz 6.8 (KLEENEScher Fixpunktsatz, Rekursionstheorem): Fur
jedes me IN und jedes ¢ € P existiert eine primitiv-rekursive
Funktion g derart, dass fur n < m stets

K™ (0 (Xa, ..., X, 9(X1, - -, Xn) ) X 1, - - - » Xm)
= K™™L(g(X1,. ... %), X1, - - Xm)
gilt.

Bemerkung: Ist hierbei ¢(x1,...,Xy, g(X1,...,X%,)) nicht definiert, so ist
0(X1,...,Xn) eine K™-"+1_Nummer der nirgends definierten Funktion.
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K2(i,x)

r® (£), ofr(i),x)

K™ xq,...,%m) = Km([i,xl},xz,...,xm>

Lemma 6.4 (Beziehung zwischen K und IN):

Km(c(jaxl)a)(Zw-.aXm) = r(m)(j,X1,...,m)

Satz 6.5: Die Funktion K™ ist eine effektive Numerierung fur die
Menge aller (m— 1)-stelligen partiell-rekursiven Funktionen.

Folgerung 6.6: Jede partiell-rekursive Funktion hat unendlich viele
Nummern.
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Satz 6.9 (Satz von RICE): Keine nichttriviale Eigenschaft
partiell-rekursiver Funktionen ist entscheidbar, d.h. ist ® C S C P so ist
die Menge {i : ki € S} nicht rekursiv.

Satz 6.10 (Padding-Theorem): Zujedem me IN\ {0} gibt es eine
zweistellige rekursive Funktion gn, derart, dass fur alle i,i’ € IN und alle
y,¥ € IN die Beziehungen

m(i.y) # om(i’y) fallsy-#Y oderi i und
(M

Am(i.y) gelten.

Lemma 6.11 (Umrechnung der Indizes): Es gibt primitiv-rekursive
Funktionen g, h derart, dass
Vi(ieIN — dom(ki) = Kgi)(IN) ) und

Vi (I €IN — Kki(IN) = dom(Kh(i))) gelten.
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