
Logik und Berechenbarkeit 5. Partiell-rekursive Funktionen

5 Partiell-rekursive Funktionen

Uneingeschränkter µ-Operator: M(ψ)(~x) = µt(ψ(~x, t) = 0)

P :=
[

i∈IN

Bi , wobei

B0 := A0 , und

Bi+1 := Bi ∪{S(ϕ;ψ1, . . . ,ψk : k∈ IN∧ϕ,ψ1, . . . ,ψk ∈ Bi}∪

∪{R(ϕ,ψ) : ϕ,ψ ∈ Bi}∪{M(ϕ) : ϕ ∈ Bi}

Rekursive Funktionen:

R := P ∩{ f : f ist vollständig definiert}
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5.1 Allgemeine Programme

Erweiterung der LOOP-Programme um zusätzliche Bausteine:

a) i , wobei i ∈ IN (Sprungmarke), und

b) IF X 6= 0 GOTO i .
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1. LOOP-Programme sind allgemeine Programme.

2. Sind INPUT X1, . . . ,Xℓ INPUT Y1, . . . ,Yk

P Q

OUTPUT Xi OUTPUT Yj

allgemeine Programme, haben P und Q keine Sprungmarken

gemeinsam und kommt i nicht in P vor, so sind auch

INPUT X1, . . . ,Xℓ INPUT X1, . . . ,Xℓ und INPUT X1, . . . ,Xℓ

P LOOP Xi i

Q P P

OUTPUT Yj END IF X 6= 0 GOTO i

OUTPUT Xm OUTPUT Xm

allgemeine Programme.
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Satz 5.1: Eine Funktion ist genau dann partiell-rekursiv, wenn sie

von einem allgemeinen Programm berechnet wird.

Lemma 5.2: Es sei IP ein allgemeines Programm. Dann ist die

Funktion TimeIP partiell-rekursiv. TimeIP ist rekursiv, falls die von IP

berechnete Funktion ϕIP ebenfalls rekursiv ist.

Lemma 5.3: Die Funktion ψ(x1, . . . ,xm) sei durch IP berechnet, und

f (x1, . . . ,xm) sei rekursiv. Dann ist

ϕ(~x) :=







ψ(~x) , falls TimeIP(~x)≤ f (~x) , und

0 , sonst,

ebenfalls rekursiv.
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Eine Teilmenge M ⊆ INk heißt (primitiv) rekursiv, falls die

charakteristische Funktion χM (primitiv) rekursiv ist.

Eine Teilmenge M ⊆ IN heißt rekursiv aufzählbar, falls M = /0 oder es

gibt eine rekursive Funktion f : IN→ IN derart, dass M = f (IN).

Analog nennen wir M ⊆ INk rekursiv aufzählbar, falls ck(M) rekursiv

aufzählbar ist.

Folgerung 5.4: Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzählbar.

Folgerung 5.5: Ist /0 6= M ⊆ INk rekursiv aufzählbar, so gibt es

rekursive Funktionen f1, . . . , fk derart, dass

M = {( f1(t), . . . , fk(t)) : t ∈ IN}.
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Wir nennen eine Menge M ⊆ INk primitiv-rekursiv darstellbar, falls es

eine primitiv-rekursive Funktion g mit

M = {(x1, . . . ,xk) : ∃a(a∈ IN∧g(x1, . . . ,xk,a) = 0)} gibt.

Satz 5.6: Eine nichtleere Menge M ⊆ INk ist genau dann

primitiv-rekursiv darstellbar, wenn es eine primitiv-rekursive Funktion f

gibt, die ck(M) aufzählt.

Folgerung 5.7: Jede primitiv-rekursive Menge ist primitiv-rekursiv

darstellbar.

Folgerung 5.8: Eine Menge M ⊆ INk ist genau dann primitiv-rekursiv

darstellbar, wenn es ein m∈ IN und eine primitiv-rekursive Funktion

g∈ F k+m derart gibt, daß

M = {(x1, . . . ,xk) : ∃a1 . . .∃am(g(x1, . . . ,xk,a1, . . . ,am) = 0)} .
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Eine Menge Gψ heißt Graph einer k-stelligen partiellen Fumktion

ψ : INk→ IN:⇐⇒

Gψ ⊆ INk+1 und

(x1, . . . ,xk,y) ∈Gψ ←→ ψ(x1, . . . ,xk) = y .

Folgerung 5.9: Der Graph einer (primitiv) rekursiven Funktion ist

(primitiv) rekursiv.

Satz 5.10: Der Graph Gψ einer partiellen Funktion ψ : INk→ IN ist

genau dann primitiv-rekursiv darstellbar, wenn ψ partiell-rekursiv ist.
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Hilfssatz 5.11 (Gödel): Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion Γ mit

der Eigenschaft

∀n∀(a0, . . . ,an)(n,a0, . . .an ∈ IN→

→∃z(z∈ IN∧∀i(i ≤ n→ Γ(z, i) = ai))) .

Beispiel: Γ(z, i) = exp(z, i) für z= ∏n
i=o p(i)ai

Folgerung 5.12 (Normalformsatz von Kleene): Zu jeder

partiell-rekursiven Funktion ψ : INk→ IN gibt es eine primitiv-rekursive

Funktion hψ : INk+1→ IN derart, daß

ψ(x1, . . . ,xk) = ℓ(µz(hψ(x1, . . . ,xk,z) = 0)) .

(Hierbei sei ℓ die linke Umkehrfunktion der CANTOR-Numerierung.)
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Folgerung 5.13:

(a) Definitions- und Wertebereich partiell-rekursiver Funktionen sind

primitiv-rekursiv darstellbar.

(b) Jede nichtleere rekursiv aufzählbare Menge kann schon durch

eine primitiv-rekursive Funktion aufgezählt werden.

Eine partiell-rekursive Funktion Φ(k) : INk+1→ IN ist eine effektive

Numerierung einer Klasse K von k-stelligen Funktionen :⇐⇒

(a) Für jedes i ∈ IN ist die Funktion fi(x1, . . . ,xk) := Φ(i,x1, . . . ,xk) eine

Funktion aus K , und

(b) für jede Funktion g∈K gibt es eine Nummer i ∈ IN derart, dass

g(x1, . . . ,xk) = Φ(i,x1, . . . ,xk).
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Satz 5.14: Es gibt eine effektive Numerierung aller einstelligen

primitiv-rekursiven Funktionen.

Satz 5.15: Es gibt keine effektive Numerierung aller einstelligen

rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.16: Für jedes k≥ 1 gibt es eine effektive Numerierung

Φ(k) aller k-stelligen primitiv-rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.17: Für jedes k≥ 1 gibt es eine k-stellige rekursive

nicht primitiv-rekursive Funktion.

Folgerung 5.18: Es gibt rekursive nicht primitiv-rekursive

Teilmengen von INk (k > 0).
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Folgerung 5.19: Für jedes k≥ 1 gibt es eine effektive Numerierung

Γ(k) aller k-stelligen partiell-rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.20: Es gibt k-stellige partiell-rekursive Funktionen, die

nicht zu (voll definierten) rekursiven Funktionen erweitert werden

können.

Lemma 5.21: Es seien ϕ ∈ P und dom(ϕ) rekursiv. Dann gibt es eine

rekursive Funktion f mit ϕ⊆ f .

Folgerung 5.22: Es gibt rekursiv aufzählbare nichtrekursive

Mengen.

Folgerung 5.23: Es sei k≥ 1. Die Menge

{M : M ⊆ INk∧M ist rekursiv aufzählbar} ist nicht abgeschlossen

bezüglich Komplement.
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