Logik und Berechenbarkeit 5. Partiell-rekursive Funktionen

5 Partiell-rekursive Funktionen

Uneingeschrankter p-Operator: M () (X) = pt(Y(X,t) = 0)

? = |J B, wobei
I€IN
Bo = Ap ,und
Bir1 = BU{LSO;P1,...,Uk:KEINAD,Y1,...,Px € B}U

U{R(q),l.lJ)q),l.lJE @,}U{M(q))(l)é Q;I}

Rekursive Funktionen:

R =PnN{f:fistvollstandig definiert}
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Logik und Berechenbarkeit 5. Partiell-rekursive Funktionen

5.1 Allgemeine Programme

Erweiterung der LOOP-Programme um zuséatzliche Bausteine:

a) | 1|, wobeii € IN (Sprungmarke), und

b) IF X £0 GOTO i .

WS 2009/2010 25



Logik und Berechenbarkeit 5. Partiell-rekursive Funktionen

1. LOOP-Programme sind allgemeine Programme.

2. Sind INPUT Xq,...,% INPUT V1,.... Y
P Q
OUTPUT X OUTPUT Y,

allgemeine Programme, haben P und Q keine Sprungmarken
gemeinsam und kommt | i | nicht in P vor, so sind auch

INPUT Xq,....X,  INPUT Xg,....%X, und  INPUT Xq,....%

P LOOP X; i

Q P P

OUTPUT Y, END IF X #0 GOTO |
OUTPUT Xn OUTPUT X

allgemeine Programme.
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Satz 5.1: Eine Funktion ist genau dann partiell-rekursiv, wenn sie
von einem allgemeinen Programm berechnet wird.

Lemma 5.2: Es sei IP ein allgemeines Programm. Dann ist die
Funktion Timegp partiell-rekursiv. Timep ist rekursiy, falls die von IP
berechnete Funktion ¢p ebenfalls rekursiv ist.

Lemma 5.3: Die Funktion Y(Xy,...,Xm) sei durch IP berechnet, und
f(X1,...,Xm) seirekursiv. Dann ist

P(X) , falls Timegp(X) < f(X) , und

0 . sonst,

(%) =

ebenfalls rekursiv.
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Eine Teilmenge M C INX heif3t (primitiv) rekursiv, falls die
charakteristische Funktion Xy (primitiv) rekursiv ist.

Eine Teilmenge M C IN heil3t rekursiv aufzahlbar, falls M = 0 oder es
gibt eine rekursive Funktion f : IN — IN derart, dass M = f(IN).
Analog nennen wir M C INK rekursiv aufzahlbar, falls ¢¢(M) rekursiv
aufzahlbar ist.

Folgerung 5.4:  Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzahlbar.

Folgerung 5.5:  Ist 0 £ M C INX rekursiv aufzahlbar, so gibt es
rekursive Funktionen fq,..., fx derart, dass

M = {(f1(t),..., f(t)) :t € IN}.
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Wir nennen eine Menge M C INK primitiv-rekursiv darstellbar, falls es
eine primitiv-rekursive Funktion g mit

M={(Xq,...,%) :Ja(@ac INAQ(Xs,...,X,a) =0)} gibt.

Satz 5.6: Eine nichtleere Menge M C IN¥ ist genau dann
primitiv-rekursiv darstellbar, wenn es eine primitiv-rekursive Funktion f
gibt, die (M) aufzéhilt.

Folgerung 5.7:  Jede primitiv-rekursive Menge ist primitiv-rekursiv
darstellbar.

Folgerung 5.8: Eine Menge M C INK ist genau dann primitiv-rekursiv
darstellbar, wenn es ein m < IN und eine primitiv-rekursive Funktion
g€ FKM derart gibt, daR

M={(Xq,...,%) :3a1...FJam(9(X1, ..., X, &1,...,am) =0) } .
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Eine Menge Gy heil3t Graph einer k-stelligen partiellen Fumktion
W:INK = IN; <—

Gy C IN*' und
(X17°"7Xk7y)€GqJ — LlJ(X1,...,X|<):y.

Folgerung 5.9:  Der Graph einer (primitiv) rekursiven Funktion ist
(primitiv) rekursiv.

Satz 5.10: Der Graph Gy, einer partiellen Funktion { : IN¥ — IN ist
genau dann primitiv-rekursiv darstellbar, wenn @ partiell-rekursiv ist.
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Logik und Berechenbarkeit 5. Partiell-rekursive Funktionen

Hilfssatz 5.11 (Gddel):  Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion I mit
der Eigenschatft

vnv(ap,...,an)(Nn,ag,...ah € IN —
— Jz(ze INAVI(i<nN—T(zi)=q))) .

Beispiel: (z,i) =exp(zi) furz= L, p(i)3

Folgerung 5.12 (Normalformsatz von Kleene): Zu jeder
partiell-rekursiven Funktion ) : INK — IN gibt es eine primitiv-rekursive
Funktion hy : INKt1 — IN derart, daR

P(Xe, ..., %) = (HZhy (X1, ..., %,2) =0)) .

(Hierbei sei ¢ die linke Umkehrfunktion der CANTOR-Numerierung.)
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Folgerung 5.13:

(a) Definitions- und Wertebereich partiell-rekursiver Funktionen sind
primitiv-rekursiv darstellbar.

(b) Jede nichtleere rekursiv aufzahlbare Menge kann schon durch
eine primitiv-rekursive Funktion aufgezahlt werden.

Eine partiell-rekursive Funktion ®® : INKt1 — IN ist eine effektive
Numerierung einer Klasse X von k-stelligen Funktionen : <—-

(@) Fir jedesi € IN ist die Funktion fj(X1,...,Xk) := ®(i,X,...,X) eine
Funktion aus X, und

(b) fir jede Funktion g € K gibt es eine Nummer i € IN derart, dass
g(Xq, ..., %) = D(i,X1,...,X).
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Satz 5.14: Es gibt eine effektive Numerierung aller einstelligen
primitiv-rekursiven Funktionen.

Satz 5.15: Es gibt keine effektive Numerierung aller einstelligen
rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.16:  Fir jedes k > 1 gibt es eine effektive Numerierung
dK aller k-stelligen primitiv-rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.17:  Fr jedes k > 1 gibt es eine k-stellige rekursive
nicht primitiv-rekursive Funktion.

Folgerung 5.18:  Es gibt rekursive nicht primitiv-rekursive
Teilmengen von INX (k > 0).
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Folgerung 5.19:  Fr jedes k > 1 gibt es eine effektive Numerierung
k) aller k-stelligen partiell-rekursiven Funktionen.

Folgerung 5.20:  Es gibt k-stellige partiell-rekursive Funktionen, die
nicht zu (voll definierten) rekursiven Funktionen erweitert werden
konnen.

Lemma 5.21: Es seien ¢ € P und dom(¢) rekursiv. Dann gibt es eine
rekursive Funktion f mit ¢ C f.

Folgerung 5.22:  Es gibt rekursiv aufzahlbare nichtrekursive
Mengen.

Folgerung 5.23: Es sei k> 1. Die Menge
{M : M C IN®A M ist rekursiv aufzahlbar} ist nicht abgeschlossen
bezlglich Komplement.

WS 2009/2010 34



