Logik und Berechenbarkeit 1. Primitiv-rekursive Funktionen

1.1.4 Induktiver Aufbau der primitiv-rekursiven Funktion en

Anfangsfunktionen

Ay :={o,sU{l":mkeINAk<m}
induktiver Aufbau

Aiv1=4 U {S(fig,...,0) :kENAT,Q1,...,0c € A}
U {R(g:h):g.he a}

AbschluR

PR =] 4

ieN
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Satz 1.1: Primitiv-rekursive Funktionen sind vollstandig definierte
Funktionen

Eigenschaft 1.2:  Die Klasse PXR _ist abgeschlossen beziglich
(a) Permutation von Variablen,

(b) ldentifizierung von Variablen,

(c) Einsetzung von Konstanten, und

(d) Einfihrung fiktiver Variablen.
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1 Primitiv-rekursive Funktionen

Bezeichnung: FK:={f: f:INK— IN} fur die Menge aller
k-stelligen Funktionen

1.1 Berechnungsschemata fir Funktionen

1.1.1 Substitution S(f;01,...,0¢):IN™— IN

Esseien f € FX g1,....0c € F™

S(f;gla"'agk)(xla"'axm)
F(gr 0, Xm) -
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1.1.2 Primitive Rekursion R(g,h):IN™! — IN

Esseienge F™und he F™2,
X:= (X1,...,Xm) sei der Parametervektor.

R(g’ h) (X O) = g(x)
R(g,h)(X,n+1) h(X,n,R(g,h)(X,n))

1.1.3 Beschrénkte Primitive Rekursion ~ BR(g,h;b):IN™1 — IN

Esseienge F™ he F™2undbe ™1 und ¥= (y1,...,Ymi1).

R(g.h) , falls VY(R(g h)(y) < b(y)),
, sonst.

BR(g,h;b) =
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1.1.5 Minimale Nullstelle (Minimisierung  f =Mg)
Esseienge F™1und X IN™.
f(X) := pt(g(X,t) = 0) , wobei

min{z: g(X,z) = 0AVi <Zz(g(X,i) € IN)} , falls ex., und
ut(g(x,t)=0):={ -
nicht definiert , sonst.

Beschrankte Minimisierung ( f =M<(Q)

Es seien gc #™1 und X € IN™,
f(Xy) == (Ut <y)(g(Xt) =0) , wobei

pt(g(X,t) = 0), falls pt(g(X,t) =0) <y, und

(Ht<y)(g(X,t)=0):=
0 , sonst.

WS 2009/2010 7

Logik und Berechenbarkeit 1. Primitiv-rekursive Funktionen

Satz1.7: Istge PR, sogiltauchM<ge PX.
Beispiele primitiv rekursiver Funktionen 1

X| fallsy>0,
quot(x,y) Lyl llsy
0 ,sonst.

restx,y) = X-y-quotXx,y)
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Lemma 1.3 (Beschrankte Summation): Ist g(X1,...,Xm) € PR, sO
ist auch

Xm
f(X1,. ., Xm) i= Z}g(xl,...,xm,l,i) € PR .
i=

Folgerung 1.4:  Sind g, h, j primitiv-rekursive m-stellige Funktionen,

so ist auch

f(X1,...,Xm) i= z (X1, .., Xm-1,1) € PR .

i=h(xg,.-,Xm)

Lemma 1.5 (Beschrankte Multiplikation): Ist g(X1,...,Xm) € PR,

so ist auch

Xm
f(X1y. ., Xm) 1= rl)g(xl,...,xm,l,i) € PR .
i=
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Satz 1.6 (Fallunterscheidung): Sind
f1,..., fre1,01,...,0n € F™N PR und sind die Mengen der Nullstellen
der Funktionen aq,...,0n paarweise disjunkt, so ist auch die Funktion

falls a1(X) =0,

falls ap(X) =0, und

frr1(X) sonst,

(X€ IN™) primitiv-rekursiv.
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1.1.7 Simultane Rekursion

Es seien g1,...,gm € FXund hy,...,hn € FX1M Die Funktionen
f1,..., fm € F¥1 entstehen durch simultane Rekursion : <=

fi(X,O) = gi(i)
fikn+1) = hEn f1(Xn),..., fm(Xn))

furallei € {1,...,m} und fir X= (xq,...,%).

Satz 1.9 (Satz Uber die simultane Rekursion): Sind die Funktionen
g € FXund hj € Fktl+m primitiv rekursiv und entstehen die f; aus
ihnen mittels simultaner Rekursion, so sind auch alle f; primitiv
rekursiv.
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Beispiele primitiv rekursiver Funktionen 2 1.1.6 Werteverlaufsrekursion

Es seien a1(X),...,0,(X) Funktionen, fur welche a;(x+ 1) < x gilt.
) 0, falls x Primzahl ist, ] ) .
prim(x) : Die Funktion f(x1,...,Xm+1) entsteht aus den Funktionen g(X,...,Xm)

1, sonst. und h(xq,...,Xm,Y,21,...,Z) mittels durch ay,...,d, bestimmter
Anz{y:yeINAy[x} , falls x£0 Werteverlaufsrekursion : <—

1 , sonst. f(X,0) : a(x)
(x+1)-te Primzahl (p(0) =2, p(1) =3, p(2) =5,... f(X,n+1) = hXn fXai(n+1)),...,f(X,a,(n+1)))

max{y:y € INAp(y)[x}, falls x# 0, fr X = (Xg, .., Xm)-

0 , sonst.
Satz 1.8 (Satz Uber die Werteverlaufsrekursion): Sind die

min{t :t € IN A p(y)'[xA p(y)'** jx} , falls x £ 0, Funktionen dy,...,0, € F1 mit aj(x+1) < x, sowie g€ F™ und
0 , sonst. h e #™ 1+ primitiv rekursiv und entsteht f aus ihnen mittels
Werteverlaufsrekursion, so ist auch f primitiv rekursiv.
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