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12.Übung zur Vorlesung
”
Grundlagen der Mathematik“

Wintersemester 2003/04 20. Januar 2004

Abgabe: Dienstag, den 27.Januar 2004 vor der Vorlesung
Achtung: Alle Lösungen sind zu begründen bzw. zu beweisen!

Aufgabe 12.1: (3 Punkte)

a. Welche Interpretationen erfüllen die Formelmenge
Φ = {a→ ((¬b ∨ c) ∧ (b ∨ ¬c))}

b. Welche Interpretationen erfüllen die Formelmenge Ψ = Φ ∪ {¬c}?
c. Geben Sie eine Formel ϕ an, welche das Atom a nicht enthält, so daß
¬a aus Ψ ∪ {ϕ} folgerbar ist!

Für zwei aussagenlogische Formeln ϕ und ψ wird genau dann ϕ ∼ ψ ge-
schrieben, wenn ϕ und ψ semantisch äquivalent sind (siehe Definition 4.6 in
der Vorlesung).

Aufgabe 12.2: (6 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

a. (¬a ∨ b) ∧ (a ∨ b) ∼ b
b. (¬a ∨ b) ∧ (a ∨ b) |= b
c. (a→ b) ∧ (b→ c) ∼ (a ∨ b→ c)
d. (a→ b) ∧ (b→ c) |= (a ∨ b→ c)
e. a ∧ (a→ b) ∼ b
f. a ∧ (a→ b) |= b

Aufgabe 12.3: (2 Punkte)

Finden Sie eine aussagenlogische Formel mit Atomen aus der Menge
{A1, . . . , A4}, die von allen Interpretationen erfüllt wird, unter denen minde-
stens zwei der Atome falsch sind!
Geben Sie zu dieser Formel je eine äquivalente Formel in disjunktiver Nor-
malform und in konjunktiver Normalform an!

Aufgabe 12.4: (5 Punkte)

Die erfüllenden Belegungen β einer aussagenlogischen Formel ϕ werden
Modelle der Formel ϕ genannt. Die Menge aller Modelle der Formel ϕ wird
mit Mod(ϕ) = {β : {Ai | i ∈ N} −→ {0, 1} | Iβ(ϕ) = 1} bezeichnet.
Für Mengen Φ von Formeln wird Mod(Φ) =

⋂
ϕ∈Φ Mod(ϕ) definiert.

Zeigen Sie, daß für jede endliche Menge Φ = {ϕ1, . . . , ϕn} aussagenlogischer
Formeln gilt: Mod(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn) = Mod(Φ).



Selbsttestaufgaben (ohne Bewertung)

Selbsttest-Aufgabe S12.1:

Zeigen Sie, daß die in der Vorlesung definierte Relation der semantischen
Äquivalenz (Definition 4.6) eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller aus-
sagenlogischen Formeln ist!
In wieviele Äquivalenzklassen wird die Menge aller aussagenlogischen For-
meln mit Atomen aus der Menge {A1, . . . , An} durch diese Äquivalenzrelati-
on eingeteilt?

Selbsttest-Aufgabe S12.2:

Zeigen Sie, daß die aussagenlogische Formel ϕ→ ψ genau dann eine Tauto-
logie ist, wenn Mod(ϕ) ⊆ Mod(ψ) gilt!

Selbsttest-Aufgabe S12.3:

Zeigen Sie, daß für jede Menge Φ aussagenlogischer Formeln und alle Formeln
ϕ, ψ aus Φ ∪ {ϕ} |= ψ ∧ ¬ψ folgt Φ |= ¬ϕ!

Selbsttest-Aufgabe S12.4:

Geben Sie für die prädikatenlogische Formel ϕ = ∀x∃y(p(x, y) ∧ ¬p(y, x))

a. je eine endliche und eine unendliche Struktur A an, die ein Modell für
ϕ ist und

b. eine Struktur B an, die kein Modell für ϕ ist!
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