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3 Der Vollstandigkeitssatz

Lemma 3.1 Fur eine Menge von Ausdriicken ¥ sind die folgenden
Implikationen aquivalent:

1. Fur alle Ausdriicke @ folgt aus W |= (y auch W = (.
2. Wenn W widerspruchsfrei ist, so ist W erflillbar.
Fur Terme seit ~t' ;< @+ =tt’

Lemma 3.2 1. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

2. ~ ist vertraglich mit den Funktions- und Relationssymbolen, d.h. aus
ti~t/,i=1,...,nfolgen

(@) fty...th~ fty...t} und
(b) PFRY...th gdw. P+ Ry .. .1,

Fur Termet seit ;= {t’ :t ~t'} die von t erzeugt Aquivalenzklasse.
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Definition 3.1 Es sei M := {t : t ist Term}. Wir setzen

Jo(C):i=C
jq;(f)ﬁ j(p(f)(tl, ) = fty,..
Jo(R): (_]_,...,tn)GJcp(R):<:> CDI—Rtl,...,tn
By (V):=Vv
Dann heif3t T, Bs Terminterpretation. []

Lemma 3.3 (Terminterpretation) 1. Fur alle Terme t gilt Jp(t) =t.

2. Fir alle atomaren Ausdriicke ¢ gilt genau dann J¢(¢) = 1 wenn
D+ ¢@.
3. Fir alle Ausdriicke ¢ = ¢ (Vo,...,Vi) gilt genau dann

(@) Jo(Ivo...3vi¢) = Lwenn es Terme tp,...,t mit

Jo(¢2=L) = Lgibt.
(b) Jqp(VVo VV| ¢) = 1 wenn fur alle Terme to, ..., die Beziehung
Jo (@ 10,5t ) = 1 gilt.

Vo,V
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Definition 3.2 Es sei @ eine Menge von Ausdriicken.

1. @ heildt negationstreu <=
Fir alle Ausdriicke ¢ gilt @ - ¢ oder @ F —¢.

2. @ enthalt Beispiele ;<=
Fir jeden Ausdruck ¢ gibt es einen Term ty derart, daf3

Ok (vp — L),
Lemma 3.4 Es sei @ widerspruchsfrei und negationstreu.
1. Dann gilt entweder @ + ¢ oder @ - —¢.
2. Esgiltgenaudann @+ ¢ V , wenn @ + ¢ oder @ I~ ( gelten.
3. Aus @+ (¢ — ) und @ - ¢ folgt @ - (.

4. Enthalt @ zuséatzlich Beispiele, so gilt genau dann @ + dv¢, wenn es
einen Termt mit @ - ¢ L gibt.
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Satz 3.5 (Satz von Henkin)
Es sei @ widerspruchsfrei, negationstreu und enthalte Beispiele. Fir alle
Ausdriicke ¢ gilt genau dann J¢(¢) =1, wenn @ | ¢.

Es sei 2 abzahlbar. Dann gelten:

Lemma 3.6 Ist @ widerspruchsfrei und frei(@®) endlich, so gibt es eine
widerspruchsfreie Ausdrucksmenge W O @, die Beispiele enthalt.

Lemma 3.7 Ist ¥ widerspruchsfrei, so gibt es eine widerspruchsfreie
Ausdrucksmenge © D W, die negationstreu ist.

Folgerung 3.8 Wenn @ widerspruchsfrei und frei(®) endlich sind, so
ist @ erfullbar.
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Satz 3.9 Ist 2 eine hdchstens abzahlbare Symbolmenge und @ eine
widerspruchsfreie Ausdrucksmenge tber 2, so ist @ erfillbar.

Hilfssatz 3.10 Ist @' aus @ durch Einsetzung neuer Konstanten
(anstelle freier Variablen) entstanden, so ist @" widerspruchsfrei, falls @
widerspruchsfrei ist.

Satz 3.11 (Der Vollstandigkeitssatz im Falle abzahlbarer S  ymbolmengen)
Es seien 2 eine héchstens abzéhlbare Symbolmenge, @ eine Menge

von Ausdriicken tber 2 und ¢ ein 2-Ausdruck.

Dann folgt aus @ = ¢ auch @+ ¢.

Satz 3.12 (Satz Uber die Adagquatheit des Sequenzkalkils) Es sei 2
eine hochstens abzéhlbare Symbolmenge, und es sei @ eine
widerspruchsfreie Menge von Ausdriicken Uber 2. Dann gilt @ = ¢ fur
2 -Ausdriicke ¢ genau dann, wenn @ + ¢.
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Satz 3.13 (Satz von Lowenheim und Skolem)  Jede héchstens
abzahlbare erflullbare Menge von Ausdrlcken ist erflllbar Gber einer
abzahlbaren Menge.

Satz 3.14 (Endlichkeitssatz)

(fur die Folgerungsbeziehung) Es gilt genau dann @ = ¢, wenn es
eine endliche Teilmenge @y C @ mit @ = ¢ gibt.

(fir die Erfullbarkeit) Eine Menge von Ausdriicken @ ist genau dann
erfullbar, wenn dies fir jede ihrer endlichen Teilmengen gilt.

Satz 3.15 Es sei @ eine Menge von Ausdriicken, die Uber beliebig
grofl3en endlichen Mengen erfiillbar ist. Dann ist @ auch Uber
unendlichen Mengen erflllbar.
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4 Axiomatisierbarkeit von Theorien

Definition 4.1 Eine Theorie ‘¥ Uber 2 ist eine Menge von 2-Satzen, fir

die gilt: Fir jeden >-Satz ¢ folgt ¢ € T aus ¥ = ¢. N

Schreibweisen:

e Es sei @ eine Menge von 2-Ausdriicken. T¢ :={¢ : ¢ ist Z-Satz
und @ = ¢ }.

e Es seien %2 eine 2-Struktur mit der Tragermenge M und J eine
Interpretation der 2-Ausdriicke.

Ty :={¢: ¢ ist >-Satzund J(¢) = 1}.
Im folgenden werden nur noch Symbolmengen der folgenden Art:

1 1
S = ({Co,.r, Gy b fo e EV LIRS, LRV,

bzw. entscheidbare Teilmengen von 2. betrachtet.
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Definition 4.2 Es sei 2eine entscheidbare Teilmenge von 2 .
Eine 2-Theorie heil3t (endlich) axiomatisierbar : <—=-
Es gibt eine entscheidbare (endliche) Menge von 2 -Ausdriicken @

derart, daB T = {¢ : ¢ ist >-Satzund @ - ¢ }. []

Folgerung 4.1 Die Pradikatenlogik der ersten Stufe Tyig := {¢ : ¢ ist
2-Satzund 0 = ¢ } ist endlich axiomatisierbar.

Satz 4.2 Ist T eine axiomatisierbare Theorie, so ist °¢ (als formale
Sprache) rekursiv aufzahlbar.

Satz 4.3 (Unentscheidbarkeitssatz der Pradikatenlogik er  ster Stufe)
Die Menge aller allgemeingiltigen 2 -Satze ist nicht entscheidbar.

Folgerung 4.4 Das Erflllbarkeitsproblem ftir die Pradikatenlogik der
ersten Stufe ist unentscheidbar.

Folgerung 4.5 Die Menge aller erfullbaren 2 .-Satze ist nicht
aufzahlbares Komplement einer aufzahlbaren Menge.
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Beweis: durch Reduktion auf das PCP
PosTsches Korrespondenzproblem (PCP)

gegeben Menge von Paaren von nichtleeren Woértern
P={(wy,u1),...,(Wn,Un)} mitw;,u; € {0,1}*\ {e}

gesucht gibt es eine Folge von Indices iq,...,ij (I > 1, 1 <ij <n) mit

WI ...Wilzuil...ui

| 1

Zugeordneter {e; £V, £{Y:R?}-satz ¢P = (pP A ¢P) — ¢3 mit:
oF = A R(fw (). fu(e)
0 = vwyu(Rwu) — A R(fi (W), fy (u))
¢3 Ht(R(Lt))

Hierbei sei fy,...x, 1= fx, o--- o fy, eine abkirzende Schreibweise.
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Definition 4.3 1. Eine Theorie T heil3t trivial, falls ¢ € T fur alle
2 -Satze ¢ qilt.

2. Eine Theorie ¥ heil3t vollstandig, falls fiir alle 2-Satze ¢ genau dann
¢ € T gilt, wenn —¢ ¢ T erfillt ist.. N

Folgerung 4.6 (P 0sT) Ist eine vollstdndige Theorie T axiomatisierbar,
so ist ¥ auch entscheidbar.
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Definition 4.4

1. Ein 2-Satz ¢ hei3t im endlichen erfillbar, falls es eine endliche
> -Struktur 2l und eine zugehorige Interpretation J mit J(¢) = 1 gibt.

2. Ein Z-Satz ¢ heif3t im endlichen allgemeingiiltig, wenn fiir jede
endliche 2-Struktur 2l und jede zugehdrige Interpretation J die
Beziehung J(¢) = 1 gilt. [

Satz 4.7 Die Menge aller im endlichen erfiillbaren 2 ,-Sétze Gy ist
aufzahlbar.

Satz 4.8 Gy ISt nicht entscheidbar.

Satz 4.9 (Satz von Trachtenbrot) Die Menge der im endlichen
allgemeingultigen 2 -Séatze ist nicht aufzahlbar.

Folgerung 4.10 Die Menge der im endlichen allgemeingultigen Satze ist
nicht axiomatisierbar.



Logik und Berechenbarkeit 40

Zum Beweis von Satz 4.8
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