Logik und Berechenbarkeit 24

2.3 Ein Sequenzkalkul far die Pradikatenlogik erster
Stufe

Definition 2.18 1. Ein endliche Folge von Ausdriicken I = ¢+, ..., ¢n
heil3t Sequenz, die Menge {@1,...,Pn} werde mit [ “ bezeichnet.

2. Ein Sequenzkalkul ist gegeben durch eine (endliche) Menge von
Regeln, die angeben, wie aus endlichen Mengen von Sequenzen
neue Sequenzen konstruiert werden.

3. Ein Sequenzkalkll heil3t korrekt fur die Pradikatenlogik der ersten
Stufe, falls fur jede seiner Regeln
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Abbildung 1: Die Regeln des Sequenzkalkuls
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2.3.1 Ableitbarkeit

Definition 2.19 Es seien [ (1 <i < n) endliche Sequenzen von
Ausdriicken.
Eine Folge 7 ¢1

ln ¢n
heil3t Ableitung im Sequenzkalkiil des Ausdrucks ¢ aus einer Menge @
von Ausdriicken, falls jede Zeile I ¢; (1 <i < n) aus den
vorangehenden durch Anwendung der Regeln des Sequenzkalkils
entsteht und ¢ = ¢, sowie ,,I[," C @ gelten.

Schreibweise: ® + ¢ []
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Satz 2.19 (Endlichkeitssatz fur die Ableitung) Fir eine Menge von
Ausdricken W gilt genau dann W = (J, wenn es eine endliche Teilmenge

Up C ¥ mit Yp =  gibt.

Definition 2.20 Eine Menge von Ausdriicken W heil3t widerspruchsfrei
bezliglich -, falls es einen Ausdruck ¢ mit ¥ t/ (U gibt. []

Folgerung 2.20 Eine Menge von Ausdrlicken ist genau dann
widerspruchsfrei, wenn jede ihrer endlichen Teilmengen widerspruchsfrei
ISt.

Beispiel 2.1 (Deduktionstheorem) Es seien @ eine Menge von
Ausdriicken und ¢ ein Ausdruck. Dann folgt aus @ U{¢ } -  auch
OF¢—P,dh. PF—=¢ VY.
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2.3.2 Folgerungen und Ableitungen

Semantik Syntax
Folgerung Ableitung
YiE — Wy

Korrektheit
YiEY — Wy

Vollstandigkeit

Erflllbarkeit Widerspruchsfreiheit
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Lemma 2.21 (Korrektheit des Sequenzkalkuls)
1. Ist W+, so giltauch ¥ = .

2. Gilt 0 , so ist i allgemeingiiltig.

Folgerung 2.22 Jede erfullbare Menge von Ausdricken ist
widerspruchsfrei.

Lemma 2.23 Es sei @ widerspruchsfrei. Dann gelten
1. @+ ¢ gdw. PU{—=¢} ist nicht widerspruchsfrei.

2. @+ ¢ gdw. ®U{¢} ist nicht widerspruchsfrei.

3. Eine der beiden Mengen @ U{¢} und ®U{—¢} ist
widerspruchsfrei.

Lemma 2.24 Es sei (Cbn)neN eine Familie von Mengen von Ausdriicken
Uber den Symbolmengen 2y, und es gelten Z; C i1 und &, C @ 1.

Sind alle Mengen @, beziiglich 2, widerspruchsfrei, so ist auch
@ = J;2 1 @ bezlglich X := [ J;~ 1 Zj widerspruchsfrei.



