Logik und Berechenbarkeit

2 Pradikatenlogik

2.1 Syntax der Pradikatenlogik der ersten Stufe

2.1.1 Symbole
(Individuen-)Variablensymbole: Vo, V1, -
(Individuen-)Konstantensymbole: c¢g,c,...
Funktionssymbole: fé”),fln),... (n=1,2,...)
Relationensymbole: Rf)"),R(I”), o (n=1,2,..)
spezielles Relationensymbol =
Junktoren: LA, V, =
Quantoren: 3,V
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2.1.2 Terme

funktionale Signatur:  Xr C {(¢;,0) |i € N} U {(fi(”),n) |iineNAn>1}

Konstanten mehrstellige Funktionen

Variablen: X C{vi|ieN}
Definition 2.1 [Definition der prédikatenlogischen Terme]

1. Induktionsanfang (Atome) Variablensymbole und
Konstantensymbole sind Terme.

2. Induktionsschritt Sind 7;.1,,...,7, Terme und ist f;") ein

Funktionensymbol, so ist fj(")tl ...ty ein (Z-) Term.

3. AbschluB Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Term, wenn dies auf
Grund von 1. oder 2. der Fall ist. O
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Folgerung 2.1 /st X U Xy endlich, so ist T[X,2F] eine préfixfreie
deterministisch kontextfreie Sprache.

Beobachtung: Die Funktionssymbole fi<") ,n > 1, operieren wie folgt auf
der Menge der >-Terme T[X, 2p]:

ff”)(t],...,tn) = f;”)tl oty

Folgerung 2.2 Die Menge aller >-Terme T [X, Zr] bildet eine Algebra
(T[X,Zp], {ff") |i,;n € NAn > 1}) mit den Operationen fl.(">.
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2.1.3 Ausdriicke (Formeln)

relationale Signatur: g C {(RS”),n) li,ne NAn>1}U{(=,2)}
Definition 2.2 [Definition der prédikatenlogischen Ausdriicke]

1. Induktionsanfang (Atome) Sind 11,15,... 1, (Z-)Terme und ist k"

ein Relationensymbol, so sind Rﬁ.")tl ...ty und = 111, (2-)Ausdriicke.
2. Induktionsschritt Sind ¢, ¢, (>-)Ausdriicke und ist v ein
Variablensymbol, so sind auch —¢1, A1 >, V1 ¢2, — ¢1¢, und

— ¢1¢,, sowie Iv ¢, und Vv ¢ (Z-)Ausdriicke.

3. AbschluBB Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Ausdruck, wenn dies
auf Grund von 1. oder 2. der Fall ist. O
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Notation: Ausd[X, >, 2| bezeichne die Menge aller (X-)Ausdriicke.

Folgerung 2.3 /st X U Xp U 2k endlich, so ist Ausd[X, 2r, 2g| eine
préfixfreie deterministisch kontextfreie Sprache.

Definition 2.3 [Teilterme, Teilausdriicke] Es sei
we T[X7ZF] UAuSd[X7ZF7ZR].

1. Ein Infix u von w heiBt Teilterm von w, falls u selbst wieder Term ist.

2. Ein Infix u von w heiBt Teilausdruck von w, falls u selbst wieder
Ausdruck ist. O

Folgerung 2.4 Zu jedemw =w; ---w; € T[X,2r]UAusd[X, Zp, 2g| und
zu jeder Position i < |w|, kann man effektiv den kleinsten Teilterm bzw.
-ausdruck von w bestimmen, der w; enthélt und die Position i (iberdeckt.
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2.1.4 Freie und gebundene Variablen

Variable in Termen
1. Variablensymbole Var(v;) := {v;}
2. Konstantesymbole Var(c;) :=0

3. zusammengesetzte Terme Var(f;")tl coty) = UL Var(s)
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Wirkungsbereiche von Quantoren

Definition 2.4 Es sei y = w; ---w; € Ausd[X, 2, 2g], und es sei
wiw;+1 = Qv. Der Wirkungsbereich des Quantors Qv von der Position i
aus ist der kleinste Teilausdruck von J, der die Position i enthalt. O

Folgerung 2.5 Es sei () ein Ausdruck. Eine Variable v ist genau dann
frei in Y, wenn sie in Y an einer Stelle vorkommt, die nicht im
Wirkungsbereich eines Quantors Qv liegt.

Definition 2.5 Ein Term ¢ € T[X, ZF] heift frei fir v € X in

Y € Ausd[X, 2F, 2] falls fur alle v; € Var(t) die Variable v an allen
Stellen, an denen sie frei in  vorkommt, nicht im Wirkunsbereich eines
Quantors Qv; liegt. O
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2.2 Semantik der Pradikatenlogik

1] Srei(y) geb(Y) Bemerkung
Rty .. .1, UL Var(s) 0 auch fur =
iy frei(9) geb(®)
o1, frei(@1) Ufrei(¢n) | geb(d1)Ugeb(s) | o € {A,V,—, <}
Qve Jrei(¢) \ {v} geb(p)u{} | Qe{v,3}
Var(() := frei() U geb(y)

Syntax Interpretaion Semantik

Term oder Ausdruck  wird interpretiert in Menge M mit ,Struktur®

Individuensymbol wird interpretiert als Element von M

Funktionensymbol wird interpretiert als Funktion von M nach M, d.h.
Operation auf M

Relationensymbol wird interpretiert als Relation tber M

Menge M mit ,Struktur” erscheint als  X-Struktur

nur fur Terme — Algebra

fir Ausdrlicke (und Terme) — Algebra + Relationen
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2.2.1 >-Strukturen

Definition 2.6 Eine (X, 2g)-Struktur ist ein Paar S = (M, Vs), falls

1. M # 0 eine Menge ist,

2. Vs: Z-MUU{f|fM"—-M}U U{R|RC M"}, wobei gilt:
n=1

n=1

(a) Ist c Konstante aus Z, so ist Vs(c) € M.

(b) Ist £") Funktionssymbol aus X, so ist V(") n-stellige Funktion
von M in M (n-stellige Operation auf M).

(c) Ist R") Relationssymbol aus X, so ist Vs(R(™)) n-stellige Relation
Uber M. O
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Wichtig: >-Strukturen S = (M, Vs) fur 2 = (2, 2)

Definition 2.7 [Belegung von Variablen]
Es sei S = (M, Vs) eine X-Struktur.

Eine Abbildung B : {v; : i € N} — M heiBt Belegung der Variablen. O

Notation: Ist 3 : {v; : i € N} — M eine Belegung so setzen wir
. BO) . firy#vund

a Jfury=wv.
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2 -Interpretation (Teil 1)

Definition 2.8 [Z>-Interpretation der Terme]
Es seien § = (M, Vs) eine Z-Struktur und B : {v;:i € N} — M eine
Belegung.

Wir nennen Jg : T[X, 2| — M eine Z-Interpretation der Terme, falls
fiir eine Variable v: Jg(v) := B(v),
fiir eine Konstante c: Jg(c) := Vs(c) sowie

fir einen zusammengesetzten Term ft...t,:

Ip(ftr..tn) :==Vs(f)(Ip(t1),...,Tp(tn)) gelten. O
Notation: (3p) &= J(pe)
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2 -Interpretation (Teil 2)

Definition 2.9 [>-Interpretation der Ausdriicke] Es seien S = (M, V)
eine Z-Struktur und B : {v; : i € N} — M eine Belegung.
Wir nennen eine Abbildung Jg der 2-Ausdriicke in die Algebra
({0,1} ,max,min,1—(-),0,1) eine Z-Interpretation der Ausdriicke, falls
fir atomare Ausdriicke R, ...7,: genaudann Jg(Rt;...t,) = 1 gilt,
wenn (Jg(t1),...,Tp(tn)) € Vs(R) ist,
und flr alle Z-Ausdriicke ¢1, ¢, die Beziehungen
fiir die Junktoren —, v und A: Jg(—¢1) := 1 —Tp(¢1),

jﬁ (\/¢1¢2) = maX{jp(¢1),jl3(¢2)} und
jB (/\¢1¢2) = mil’l{jﬁ(d)l),jg((bg)}, sowie
)

fir die Quantoren 3,V: Jg(Iv¢;) := max{Jg{(¢1) |a € M} und
jB(VV(IJ]) = min{jﬁg((bl) |(1€M} gelten. 0
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Lemma 2.6 Es seien S = (M,Vs) eine X-Struktur und 3 : X — M eine
Belegung, und es sei Fs .= {f | (f,n) € ZF fiir einn € N} die Menge
aller in 2 auftretenden Funktionen- (und Konstanten-)symbole.

Dann ist Jg ein Homomorphismus der Termalgebra (T[X,2F]|,Fs) in die
Algebra (M,{Vs(f) : f € Fs}).

Lemma 2.7 Es seien S = (M,Vs) eine X-Struktur und 3 : X — M eine
Belegung, und es seiRs := {R | (R,n) € 2 fiir einn € N} die Menge
aller in 2 auftretenden Relationensymbole.

Dann ist 3g ein Homomorphismus der Algebra

({Rtl |t € T[X,ZF]},/\,v,ﬂ> in die Algebra

({0,1}, min, max, 1 — (-)).

Logik und Berechenbarkeit
2.2.2 Erfiillbarkeit und Allgemeingliltigkeit

Definition 2.10 Eine Menge von Z-Ausdriicken @ hei3t genau dann
erfiillbar, wenn es eine X-Struktur S = (M, Vs), eine Belegung

B : X — M und eine Z-Interpretation Jg derart gibt, dass Jg(¢) = 1 fir
alle Ausdriicke aus ¢ € @ erfillt ist.

Wir sagen dann auch, Jg sei Modell fir (von) @. g

Definition 2.11 Es sei @ eine Menge von Ausdriicken, und es sei ¢ ein
Ausdruck. Wir sagen, ¢ folgt aus @ (kurz: @ = ¢), falls jede
Interpretation Jg, die Modell fir @ ist auch Modell von ¢ ist.

M.a.W., falls Jg () = 1 fiir alle ¢ € @ gilt, so muB auch Jg(¢) =1
gelten. 0

Definition 2.12 Ein Ausdruck ¢ heiBt allgemeingliltig (kurz: = @), falls
0 = ¢ gilt, d.h. Tg(¢) = 1 fir alle Z-Strukturen S = (M, Vs) und alle
Belegungen 3 : X — M gilt. O
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Lemma 2.8 Fiir alle ® und alle ¢ gilt genau dann @ = ¢, wenn
®U{—¢} nicht erfiillbar ist.

Folgerung 2.9 Ein Ausdruck ¢ ist genau dann allgemeingliltig, wenn
—@ nicht erfillbar ist.

Definition 2.13 [Semantische Aquivalenz]

Zwei Ausdriicke ¢ und (U heiBen semantisch dquivalent (¢ ~ ), falls
sowohl ¢ |= U als auch ¢ |= ¢ gelten, d.h. es gilt fir alle X-Strukturen

S = (M,Vs) und alle Belegungen 3 : X — M genau dann Jg(¢) = 1
wenn Jg () = 1 gilt. 0

Satz 2.10 (Ersetzbarkeitstheorem) Es sei ¢ ~ (.

Ist ¢ ein Teilausdruck von X und entsteht X' aus X durch Ersetzen eines
Vorkommens von ¢ durch , so ist auch X' ~ X.

Logik und Berechenbarkeit 16

Wichtige Aquivalenzen mit Quantoren

Q

—Vx¢ Ix—¢
—dxp = Vi@
VX AVXY =~ Vx(@AY)
IxpVvry = Ix(pVyY)
VxVyd =~ VyVx¢
dx3dy¢ Jydx¢

Q

IVYR(x,y) | VxIyR(y.x)

fur x ¢ frei(¢) und o € {V,A} gelten auBerdem

(Vxpoy) =~ Vx(dpoy)
(Axgpoy) = x(dpoy)
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Lemma 2.11 [Koinzidenzlemma]
Es seien S; := (M;,Vs,) %;-Strukturen (i = 1,2) (ber demselben Trdger
M=M =M.

Weiter seien fiiri = 1,2 die Abbildungen [3; : X; — M Belegungen, J; die
zugehdrigen Interpretationen und 2 := 21 N 2.

1. Istt ein 2-Term und stimmen sowohl die Vs, als auch die B; fir die in
t auftretenden Symbole (berein, so ist J1(t) = J,(t).

2. Ist ¢ ein X-Ausdruck und stimmen Vs, und Vs, fiir die in ¢
auftretenden Symbole aus % und 3 und [3, fiir die in ¢ frei
auftretenden Variablen (berein, so gilt genau dann J3,(¢) = 1, wenn

Jy(9) =1 gilt.
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Definition 2.14 [>-Redukt]
Sind & und X' Symbolmengen mit = C ¥’ und S = (M, Vs) und
§'=(M,Vy) Z- bzw. '-Strukturen tiber demselben Trdger M.

Ist Vs die Einschrédnkung von Vg auf 5 (kurz: Vs = Vg |s) sind, so nennen
wir S ein Redukt von S” und umgekehrt S’ eine Expansion von S.
Schreibweise: S = S 5

Folgerung 2.12 Ist > C 3’, so ist eine Menge von X -Ausdriicken ®
genau dann beziiglich X erfiillbar, wenn ® beziiglich 3’ erfiillbar ist.

Ein 2-Satz ist ein 2-Ausdruck ohne freie Variable.

Lemma 2.13 [Isomorphielemmal]

Sind S; = (M;,V;) ,i = 1,2, isomorphe X -Strukturen, so gilt fir alle

2 -Sétze ¢ und alle Interpretationen Jg,, i = 1,2, genau dann Jg, (¢) = 1
wenn Jg, (@) = 1.
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Definition 2.15 [Substruktur] S; = (M;,V;) ,i = 1,2, seien
2 -Strukturen. S heiBt Substruktur von S, (kurz: S1 E 8») &

1. My CM,
2. Fir R™ € S ist Vi (R™) = Vo (RM) N M.

3. Fur f) € S ist Vi () : M} — M, die Einschrankung von
Va(f™) : M — My auf M} (d.h. Vi (f) = Va(f) nmpthy.

4. Furc € ZistVi(c) = Va(c). 0
Bemerkung: Ist S| C S5, so ist M| 2 -abgeschlossenin S;.

Lemma 2.14 Es seien S; = (M;,V;) ,i = 1,2, X-Strukturen mit S| C S,
und es sei B : {v; : i € N} — M, eine Belegung. Dann gelten fiir jeden
2-Termt die Beziehung J; g(t) = J, g(t) und fir jeden quantorenfreien
2 -Ausdruck ¢ genau dann 3, g(¢) =1 wennJ, g(¢) = 1.
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Definition 2.16 [universelle >-Ausdriicke]

1. Induktionsanfang Atomare 2-Ausdricke sind universelle
(2-)Ausdriicke.

2. Induktionsschritt Sind ¢;, ¢, universelle (>-)Ausdriicke und ist v ein
Variablensymbol, so sind auch A¢ ¢, und V¢, ¢,, sowie Vv ¢,
universelle (2 -)Ausdriicke.

3. AbschluB Eine Zeichenreihe ist nur dann ein universeller Ausdruck,
wenn dies auf Grund von 1. oder 2. der Fall ist. O

Lemma 2.15 [Substrukturlemma] Es seien S; = (M;,V;) ,i = 1,2,
2 -Strukturen mit S| C S,, und es sei ¢ = ¢ (v, ...,v¢—1) ein universeller
2 -Ausdruck. Dann gilt fir alle ag, . . .,ap—1 € M;:

Aus Tz (@ (ag,...,ar—1)) =1 folgt 31 (¢ (ag,...,ar_1)) = 1.
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Definition 2.17 [Simultane Substitution]

1. fir Terme

10,...,1y
p—""
VOy...yVp
10,...,1y
c
V0,5 Ve

(ft{ t/) t07"'7t£
coly) T/

VO,---5 Ve
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2. fur Ausdrlicke
(=11)

(Rt} ...1,

(poy

1o, ..
VO, .-
10,. ..
)VQ:...
1o,. ..
L
10, ..
oo

(QV¢) 10, ..

Vo, ...

y Ve

= ﬂ(d)

21
v L fallsv#£v; (i=0,...,0)
t; ,fallsv=v;
C
f[{ 10,...,1y / 10,..-,1¢
VOy--.yVy nV(),...,Vg
22
_t/ 10,.--5t¢ 4 10y-.-51¢
= =1
VO? 7v€ v07" 7vl
to,..., Iy to, ... Iy
_ Ry loentt gl
V0.5 V¢ VOy ..y VP

t07...,lg>
VO,---5 V0

I fo,.- 51y

¢ 10, .-

Vo, - - -

= Qu

(o

oy

Vb VO, - -5 V1

til,...,tir,u)
vil,...,vir,v

In der letzten Gleichung seien v;,,...,v;, diejenigen unter den vy, ..., vy,
fur die v; € frei(Qvd) und v; # t;, und u sei v, falls v nicht in zo, ...,z
auftritt, ansonsten sei u die erste nicht in @, 1, ...,# vorkommende

Variable.
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Lemma 2.17 [Substitutionslemmal]

1. Fir alle Termet gilt

j(t ty...1 ) — jj(to)-"j(”) (t) .

vo---V| vo---V|

2. Fiir alle Ausdriicke ¢ gilt genau dann

J(pL=iL) =1, wenn 373(’0)“'3(”)(4)) =1.

vQ..-V] vo..-V|

J(tg)...3(¢ J(t; ,falls v =v; , und
Hierbei sei 3—( o). 3(t) (v):= t) :
vo---Vi J(v) ,anderenfalls.

Folgerung 2.18
Es sei ¢ ein Ausdruck, und es seien 3, 3’ Belegungen. Stimmen 3 und
B’ auf frei(¢) dberein, so gilt Ig($) = T (¢).
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