Logik und Berechenbarkeit

2 Pradikatenlogik

2.1 Syntax der Pradikatenlogik der ersten Stufe

2.1.1 Symbole

(Individuen-)Variablensymbole: Vo, V1, ...
(Individuen-)Konstantensymbole: Cp,Cq,...
Funktionssymbole: fém, f1<n), .. (n=12...)
Relationensymbole: Rém, R<n), L. (n=12,...)

spezielles Relationensymbol

Junktoren: -, A, V, =, <

Quantoren: 4,V
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2.1.2 Terme

funktionale Signatur: 3¢ C {(c;,0) |i e N} U {(fi(m,n) li,neNAn>1}

\

~” ~"

Konstanten mehrstellige Funktionen

Variablen: X CH{vi|ieN}
Definition 2.1 [Definition der pradikatenlogischen Terme]

1. Induktionsanfang (Atome) Variablensymbole und
Konstantensymbole sind Terme.

(n)

2. Induktionsschritt Sind ty,1o,...,t, Terme und ist fj ein

Funktionensymbol, so ist fj(n)tl. ..th ein (2-)Term.

3. Abschlul} Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Term, wenn dies auf
Grund von 1. oder 2. der Fall ist. []
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Folgerung 2.1 Ist XU 2g endlich, soist T [X, Z¢| eine prafixfreie
deterministisch kontextfreie Sprache.

(n)

Beobachtung: Die Funktionssymbole . ,n > 1, operieren wie folgt auf

der Menge der >-Terme T [X, 2g:

Y (t, o) o=

Folgerung 2.2 Die Menge aller >-Terme T [X, 2¢] bildet eine Algebra
(T, 2], {£" |i,ne NAn> 1} ) mit den Operationen .



Logik und Berechenbarkeit

2.1.3 Ausdrucke (Formeln)

relationale Signatur: 2r C {(Ri(m, n)|i,neNAN>1}YU{(=,2)}

Definition 2.2 [Definition der pradikatenlogischen Ausdricke]

()
J
ein Relationensymbol, so sind Rgmtl. ..th und = t1to (2-)Ausdriicke.

1. Induktionsanfang (Atome) Sind t1,to,....th (Z2-)Terme und ist R

2. Induktionsschritt Sind ¢1, ¢2 (Z-)Ausdriicke und ist Vv ein
Variablensymbol, so sind auch =¢1, A@1¢2, V102, — ¢1¢> und
— (107, sowie Ivp, und Vv, (2-)Ausdriicke.

3. Abschlul} Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Ausdruck, wenn dies
auf Grund von 1. oder 2. der Fall ist.
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Notation: Ausd|X, 2k, ZR] bezeichne die Menge aller (Z-)Ausdriicke.

Folgerung 2.3 Ist XU 2 U 2R endlich, so ist Ausd[X, ZF, 2R| eine
prafixfreie deterministisch kontextfreie Sprache.

Definition 2.3 [Teilterme, Teilausdrticke] Es sei
we T[X, 2g|UAusd[X, Zg, 2R].

1. Ein Infix u von W heif3t Teilterm von w, falls u selbst wieder Term ist.

2. Ein Infix U von w heif3t Teillausdruck von w, falls U selbst wieder
Ausdruck ist. []

Folgerung 2.4 Zujedemw=wsi---W € T[X,Zp]UAusd[X, 2F, 2Rr] und
zu jeder Position | < |W, kann man effektiv den kleinsten Teilterm bzw.

-ausdruck von w bestimmen, der w; enthalt und die Position 1 Uberdeckt.
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2.1.4 Freie und gebundene Variablen

Variable in Termen

1. Variablensymbole Var(v;) :={v;}

2. Konstantesymbole Var(c) :=0

(n)

3. zusammengesetzte Terme Var(fj t1...th) := UL Var(t;)

1] frei () geb(y) Bemerkung
Rty ...ty UM, Var (t) 0 auch fur =
ol frei(¢) geb(9)
o 10> frei(¢1) Ufrei(¢2) | geb(@r) Ugeb(¢z) | o € {A,V,—, <}
Qvo frei(¢) \ {v} geb(p)U{vy | Qe{V,3}
Var () := frei (@) Ugeb(y)
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Wirkungsbereiche von Quantoren

Definition 2.4 Es sei y =wq---wW, € Ausd[X, ZF, 2R], und es sei
wiwi 1 = Qv. Der Wirkungsbereich des Quantors Qv von der Position |
aus ist der kleinste Teilausdruck von , der die Position | enthalt. []

Folgerung 2.5 Es sei U ein Ausdruck. Eine Variable v ist genau dann
frei in U, wenn sie in  an einer Stelle vorkommt, die nicht im
Wirkungsbereich eines Quantors QV liegt.

Definition 2.5 Ein Termt € T X, 2g| hei3t frei fir ve X in

P € Ausd[X, Zg, 2R| falls furr alle v; € Var(t) die Variable v an allen
Stellen, an denen sie frei in y vorkommt, nicht im Wirkunsbereich eines
Quantors Qv; liegt. []
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2.2 Semantik der Pradikatenlogik

Syntax Interpretaion Semantik

Term oder Ausdruck  wird interpretiert in Menge M mit ,Struktur”

Individuensymbol wird interpretiert als Element von M

Funktionensymbol  wird interpretiert als Funktion von M nach M, d.h.
Operation auf M

Relationensymbol wird interpretiert als Relation tber M

Menge M mit ,Struktur” erscheint als 2 -Struktur

nur far Terme — Algebra

fir Ausdriicke (und Terme) — Algebra + Relationen
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2.2.1 2-Strukturen

Definition 2.6 Eine (2g, 2Rr)-Struktur ist ein Paar S= (M, Vs), falls

1. M # 0 eine Menge ist,
2. Vs: 2 —-MuU JA{f|f:M"=>M}U U {R|RC M"}, wobei gilt:
n=1 n=1

(a) Ist c Konstante aus 2, so ist Vg(c) € M.

(b) Ist f(" Funktionssymbol aus X, so ist Vs( f (M) n-stellige Funktion
von M in M (n-stellige Operation auf M).

(c) Ist R Relationssymbol aus X, so ist Vs(R") n-stellige Relation
tber M. []
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Wichtig: 2-Strukturen S= (M, Vs) fiir 2 = (2g, 2R)

Definition 2.7 [Belegung von Variablen]
Es sei S= (M, Vs) eine Z-Struktur.

Eine Abbildung 3 : {v; : i € N} — M heif3t Belegung der Variablen.

Notation: Ist B : {v; :i € N} — M eine Belegung so setzen wir

a ( B(y) ,fury=vund
B\—/(Y) = 4

| 2 fary =v.

10
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2 -Interpretation (Teil 1)

Definition 2.8 [2-Interpretation der Terme]
Es seien S= (M, Vs) eine 2-Strukturund B : {vi :i € N} — M eine
Belegung.

Wir nennen Jg : T[X,2¢| — M eine Z-Interpretation der Terme, falls
fir eine Variable v: Jg (V) := B(V),

fir eine Konstante c: Jg(C) := Vs(C) sowie

fUr einen zusammengesetzten Term fty...tu:

Jp(fte...tn) :=Vs(f)(Ip(t2),...,Tp(tn)) gelten.

a.
v

Notation: (Jp) & := ’J(B )

<l

11
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2 -Interpretation (Teil 2)

Definition 2.9 [Z-Interpretation der Ausdriicke] Es seien S= (M, Vs)
eine >-Struktur und B : {v; : i € N} — M eine Belegung.

Wir nennen eine Abbildung Jg der 2-Ausdriicke in die Algebra

({0,1} ,max,min,1—(-),0,1) eine Z-Interpretation der Ausdriicke, falls

fur atomare Ausdriicke Rt ...th: genau dann JB(Rtl...tn) = 1 qilt,
wenn (Jg(t1),...,Jg(tn)) € Vs(R) ist,

und fir alle 2-Ausdriicke ¢1, ¢, die Beziehungen

fir die Junktoren -,V und A: Jg(=¢1) :=1—T5(¢1),
Ip(Vo102) := max{Tp(¢1),Tp(¢2)} und
Jp(AP192) ;= min{Tp(¢1),T(¢2)}, sowie
)

fur die Quantoren 3,V: Jg(3vé1) :=max{Jgg(¢1) |ac M} und
Jp(W¢1) :=min{JzZ(¢1) | ac M} gelten. 0

12
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Lemma 2.6 Es seien S= (M, Vs) eine 2-Struktur und 3 : X — M eine
Belegung, und es sei Fs:= {f | (f,n) € 2 fir ein n € N} die Menge
aller in 2 auftretenden Funktionen- (und Konstanten-)symbole.

Dann ist Jg ein Homomorphismus der Termalgebra (T[X, 2¢], Fs) in die
Algebra (M, {Vs(f) : f € Fs}).

Lemma 2.7 Es seien S= (M, Vs) eine Z-Struktur und 3 : X — M eine
Belegung, und es sei Rs:= {R| (R,n) € 2R fur ein n € N} die Menge
aller in 2 auftretenden Relationensymbole.

Dann ist Jg ein Homomorphismus der Algebra
({Rtl. Lt |t € T[X,ZF]},/\,\/,_I) in die Algebra
({0,1},min,max,1— () ).

13
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2.2.2 Erfullbarkeit und Allgemeingultigkeit

Definition 2.10 Eine Menge von 2-Ausdricken @ heil3t genau dann
erfullbar, wenn es eine 2-Struktur S= (M, Vs), eine Belegung

B : X — M und eine X-Interpretation Jg derart gibt, dass Jg(¢) = 1 fur
alle Ausdriicke aus ¢ € @ erfillt ist.

Wir sagen dann auch, Jg sei Modell far (von) @. []

Definition 2.11 Es sei @ eine Menge von Ausdriicken, und es sei ¢ ein
Ausdruck. Wir sagen, ¢ folgt aus @ (kurz: @ = @), falls jede
Interpretation Jg, die Modell fur @ ist auch Modell von ¢ ist.

M.a.W., falls Jg () = 1 fir alle ¢ € @ gilt, so muRR auch Jg(¢) =1
gelten. ]

Definition 2.12 Ein Ausdruck ¢ heif3t allgemeingultig (kurz: = ¢), falls
0 = ¢ gilt, d.h. Tg(¢) = 1fir alle Z-Strukturen S= (M,Vs) und alle
Belegungen (3 : X — M qgilt. []
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Lemma 2.8 Fir alle @ und alle ¢ gilt genau dann @ = ¢, wenn
® U{—¢} nicht erfullbar ist.

Folgerung 2.9 Ein Ausdruck ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn
=@ nicht erflllbar ist.

Definition 2.13 [Semantische Aquivalenz]

Zwei Ausdriicke ¢ und  heil3en semantisch aquivalent (¢ ~ (), falls
sowohl ¢ =  als auch y = ¢ gelten, d.h. es gilt fiir alle >-Strukturen
S= (M, Vs) und alle Belegungen 3 : X — M genau dann Jg(¢) =1
wenn Jg () = 1 gilt. N

Satz 2.10 (Ersetzbarkeitstheorem) Es sei ¢ ~ (.

Ist ¢ ein Teilausdruck von x und entsteht ¥’ aus x durch Ersetzen eines
Vorkommens von ¢ durch , so ist auch X’ ~ x.

15
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Wichtige Aquivalenzen mit Quantoren

VX =~ X
—3IXP =~ VX
VXPAYXW ~ VX(p AYP)
XGVIXY =~ Ix(pVY)
VXYY =~ Vyvxe
IXdy¢ =~ dydx¢

IXVYR(XY) E  VX3IYR(y,X)

fur x ¢ frei(Y) und o € {V, A} gelten auRerdem

(Vx¢ o) VX(@oy)
(Ixpoy) X(¢oy)

Q

Q
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Lemma 2.11 [Koinzidenzlemma]
Es seien § := (M, Vs ) 2j-Strukturen (i = 1,2) Uber demselben Trager
M =M1 = Mo.

Weiter seien fiir i = 1,2 die Abbildungen (i : X; — M Belegungen, J; die
zugehorigen Interpretationen und 2 = 21N 2.

1. Istt ein 2-Term und stimmen sowohl die Vg als auch die 3 fir die in
t auftretenden Symbole (berein, so ist J1(t) = Jao(t).

2. Ist ¢ ein 2-Ausdruck und stimmen Vs, und Vs, fir die in ¢
auftretenden Symbole aus 2 und 1 und (3, fir die in ¢ frei
auftretenden Variablen tberein, so gilt genau dann J1(¢) = 1, wenn

J2(¢) = 1 qilt.
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Definition 2.14 [2-Redukt]
Sind 2 und 2’ Symbolmengen mit > C >’ und S= (M, Vs) und
S = (M,Vyg) 2- bzw. 2’'-Strukturen tber demselben Trager M.

Ist Vs die Einschrankung von Vg auf 2 (kurz: Vs = Vg|s) sind, so nennen
wir Sein Redukt von S und umgekehrt S eine Expansion von S
Schreibweise: S= SIZ

Folgerung 2.12 Ist = C 3’, so ist eine Menge von >-Ausdriicken @
genau dann bezuglich X erfullbar, wenn @ bezuglich 2’ erfillbar ist.

Ein 2-Satz ist ein 2-Ausdruck ohne freie Variable.

Lemma 2.13 [Isomorphielemmal]

Sind § = (M;,V,) ,i = 1,2, isomorphe 2-Strukturen, so gilt firr alle

2 -Sétze ¢ und alle Interpretationen Jg , i = 1,2, genau dann Jg (¢) =1
wenn Jg, (@) = 1.
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Definition 2.15 [Substruktur] § = (M;,V;) ,i = 1,2, seien
2 -Strukturen. 5 heil3t Substruktur von & (kurz: $ C ) &

1. M1 € My
2. Fur R € 3 ist V1 (RM) = Vo (RM)n MY,

3. Fur (W ¢ Sist Vi (M) : MI' — M; die Einschrankung von
Vo () 1 MY — My auf MJ (d.h. Vo (f(V) =V, (f(W)y M,

4. Furce 2 istVi(c) =Vo(C). B

Bemerkung: Ist § C $, so ist M 2-abgeschlossen in .

Lemma 2.14 Esseien § = (M;,V,) ,i =12, >-Strukturen mit §; C S,
und es sei 3 : {vj : 1 € N} — Mj eine Belegung. Dann gelten fiir jeden
2-Term t die Beziehung J; g(t) = J5 g(t) und fur jeden quantorenfreien
2-Ausdruck ¢ genau dann J; g(¢) = Lwenn Jy5(¢) = 1.
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Definition 2.16 [universelle 2-Ausdriicke]

1. Induktionsanfang Atomare 2-Ausdricke sind universelle
(2-)Ausdriicke.

2. Induktionsschritt Sind ¢1, ¢2 universelle (2-)Ausdriicke und ist v ein
Variablensymbol, so sind auch A¢1¢> und V¢, ¢2, sowie Vv 1
universelle (2-)Ausdricke.

3. Abschlul} Eine Zeichenreihe ist nur dann ein universeller Ausdruck,
wenn dies auf Grund von 1. oder 2. der Fall ist. []

Lemma 2.15 [Substrukturlemma] Es seien § = (M;,V;) ,i=1,2,
2-Strukturen mit § C S, und es sei ¢ = @ (Vo,...,V,—1) ein universeller
2 -Ausdruck. Dann gilt fur alle ag,...,ay_1 € My:

Aus D5(9 (80, .. & 1)) = L folgt Ja(@ (a0, ..., 1)) = 1



Logik und Berechenbarkeit

Definition 2.17 [Simultane Substitution]

1. fur Terme

to,...,ty v ,fallsv#yv (i=0,...
\Y; =

Vo, ..., Ve i, falls v = Vi

fg.....t
C 0, s LY —

VO?" 7V£

t t to,. ...t to,. ...t

(ft]...t)——2t o fnl gy et

21
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2. fur Ausdrucke

S
R DG
to,...,t
) e
(o)
@

Qu <¢ til,...,tir,u>
Vil,...,Vir,V

In der letzten Gleichung seien v;,...,V;, diejenigen unter den Vo, ..., Vy,
fur die v; € frel(Qveg) und v; #t;, und u sei v, falls v nicht in tg, ..., t,
auftritt, ansonsten sei u die erste nicht in ¢,tg,...,t, vorkommende

Variable.

22
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Lemma 2.17 [Substitutionslemma]
1. Fir alle Terme t gilt

Vo---V| Vo---V|

2. Fir alle Ausdriicke ¢ gilt genau dann

j(d) to.. i ) — 1, wenn ’Jj(tO)---j(tl) (¢) 1.

Vo...V| Vp...V]

J(tg)...J(t)) _ J(t) ,fallsv=yv,und

Hierbei sei J ;
Vo...V J(v) , anderenfalls.

Folgerung 2.18
Es sei ¢ ein Ausdruck, und es seien 3, 3’ Belegungen. Stimmen 3 und

B’ auf frei(¢) uberein, so gilt J(¢) =T/ (¢).



