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Aufgabe 9.1: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Eine Funktion ist genau dann partiell–rekursiv, wenn ihr Graph rekursiv aufzählbar
ist.

(b) Es existieren nur abzählbar viele partiell–rekursive Funktionen von X∗ nach X∗

(c) Eine unendliche Menge ist genau dann rekursive aufzählbar, wenn es für sie eine
eineindeutige aufzählende rekursive Funktion gibt.

(d) Eine unendliche Menge ist genau dann rekursive aufzählbar, wenn es für sie eine
monotone aufzählende rekursive Funktion gibt.

Aufgabe 9.2: (4 Punkte)

Beweisen Sie, dass eine Zahl α ∈ R genau dann links berechenbar ist, wenn die Menge
{(α, ε) | ε ∈ Q ∧ ε < α} rekursiv aufzählbar ist.

Aufgabe 9.3: (6 Punkte)

Es sei M ⊆ IN und α =
∑

i∈M 2−(i+1). Zeigen Sie:

(a) α ist genau dann berechenbar reell, wenn M rekursiv ist.

(b) Ist M rekursiv aufzählbar, so existiert eine monoton nicht fallende rekursive Funk-
tion g : N → Q mit limn→∞ g(n) = α.
Hinweis: Man benutze Aufgabe 9.1.

Aufgabe 9.4: (4 Punkte)

Eine Funktion ψ : X∗ ×X∗ → X∗ heißt Präfixfunktion, wenn für jedes (π, v) und (π′, v)
aus dom(ψ) gilt, dass π = π′ oder π und π′ sind unvergleichbar, d.h. π 6⊑ π′ und π′ 6⊑ π.
Sei ϕ eine optimale solche Funktion, dann ist KP(x, y) = Kϕ(x, y).

(a) Zeigen Sie, dass es eine optimale derartige Präfixfunktion ϕ gibt.

(b) Beweisen Sie die Ungleichung: KP(x, y) ≤ KP(x) + KP(y) +O(1)


