Informationstheoretische Probleme der Informatik — 6. Prdfix-Komplexitdt 42

4 N

6 Prafix-Komplexitat

6.1 Prifix-Algorithmen

Definition 6.1 Eine Funktion ¢ :C X* — X* heil3t Prdfix-Funktion,
falls dom (¢) prafixfrei, d.h. ein Prafix-Code oder dom (¢$) = {e} ist.

Satz 6.1 Es gibt eine universelle partiell-rekursive Prdfix-Funktion,
d.h. eine Prifix-Funktion ¢ derart, dass fiir jede partiell-rekursive
Prifix-Funktion \ ein w,, € X* mit der Eigenschaft

Yw(w € X* = P(w) = @(uy, - w)) existiert.
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Eigenschaften rekursiv-aufzdhlbarer Prifix-Codes

Lemma 6.2 Ist ein rekursiv-aufzdhlbarer Prdfix-Code C C X*
prdfix-maximal, so ist C rekursiv entscheidbar.

Definition 6.2 1. Eine Zahl « € IR heil3t berechenbar, wenn es
eine rekursive Funktion f, : N — Q derart gibt, dass
ynneN = [fy(n) — o <27) gilt.

2. Eine Zahl « € R heifdt links berechenbar, wenn es eine monoton
nicht fallende rekursive Funktion f, : N — Q mit
lim,, o fa(n) = o gibt.

Lemma 6.3 Es sei C C X* ein rekursiv-aufzdhlbarer Prdfix-Code,
und es sei v~ V! eine berechenbare relle Zahl. Dann ist C

rekursiv entscheidbar.
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Satz 6.4 Es sei f : N — IN eine rekursive Funktion mit der Eigenschaft
Y ien W < 1. Dann gibt es einen rekursiv aufzdhlbaren
Prifix-Code C = {w; : i € IN} (w;i # wj fiir i #j) mit |w;i| = f(i).

Lemma 6.5 Es sei D C X* ein Prdfix-Code mit

m :=min{w|: w € D}und |D N X'} < |X| — 1 fiir alle 1 € N. Dann
gilt ) o X[~V < IX|=0m=1) wobei die Gleichheit nur dann gilt,
wenn |D N XY = [X| — 1 fiir alle 1 > m erfiillt ist.

Folgerung 6.6 (Zum Beweis von Satz 6.4) Ist D C X* ein
endlicher Prifix-Code und gelten ), [X|™V' > [X|7F sowie
ID N XY < |X| fiir alle | € N, so gibt es ein v € D mit |v| < k.
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/Algorithmus KRAFT-CHAITIN: f:IN—= IN, X ={0,1,...,r—1} \
1:=0,Co:=0,Dg :={e}, {o(j) :=ifj =0then 1 else 0
While i < oo do

1 n; =max{wl:w e D Aw| < f(1)}

2 vy = minqz (D N X™)

3wy =y 0fTm

4 i =141

5 G =C1U{wiq}

6  {i(j):=ifj =mni_q then {i_1(j) — 1 else &1 (j)

7 D; =iff(i—1)=mny_7 then (Di_1 \{Vi_1})

flimT)=ni_q1—1
8 else (Di—1 \ {vi_1}) U U v 0 (x\{op
=0

9 and

10 forj=ni1+1tof(i—1)do{i(j):=71—1
Cndwhile j
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Folgerung 6.7 Es seien f:IN — N und g : N — X* rekursive
Funktionen mit der Eigenschaft ) ; ') < 1. Dann gibt es eine
eineindeutige rekursive Funktion h : IN — X* derart, dass die Menge
{(h(i), g(1)) : i € IN} der Graph einer partiell-rekursiven
Prdfix-Funktion 1 :C X* — X* mit den Eigenschaften

1. P(dom (P)) ={g(i) : 1 € N} und
2. Viie N — h(i)|=f(i) Ap(h(i)) = g(i))) ist.

6.2 Prifix-Komplexitat

Definition 6.3 Es sei ¢ eine universelle Prifix-Funktion. Die
Funktion KP := K, nennen wir Prdfix-Komplexitit.
KP(w) := min{|r| : ¢ (1) = w}

- /
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Satz 6.8 Es gibt eine rekursive Funktion h: IN x X* — IN | die im
ersten Argument monoton nicht wachsend ist, derart, dafs

lim h(t,w) = KP(w).

t— oo

Satz 6.9 Die Funktion KP : X* — IN stimmt mit keiner
partiell-rekursiven Funktion 1\ : X* — IN mit unendlichem
Definitionsbereich dom (\) auf dom (\p) iiberein.

Folgerung 6.10 Es sei f : IN — IN eine rekursive Funktion mit
lim o f(n) = co. Dann ist

A= {w:KP(w) < f(jw])}

rekursiv aufzdhlbar, wahrend das Komplement X* \ A keine
unendliche rekursiv aufzdhlbare Teilmenge enthdlt.

\ /
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Lemma 6.11 Es gelten

1. KP(w) < w|+2-log,. w4+ O(1),

2. fiir jedes n € N gilt
max {KP(w) : jw| =n} < n + KP(string,.(n)) + O(1),

30 wexe T PV <1, und

4. die Zahl Y, y. v~ P ist links berechenbar.

Satz 6.12 Die Funktion KP : X* — IN ist das Minimum beziiglich
,=“in der Klasse aller von oben approximierbaren Funktionen

RAVE: H H —f(w =
f:X* = N, die der Bedingung Y, .. T ") < oo geniigen.
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Folgerung 6.13 1. Zu jedem c > 0 gibt es unendlich viele w € X*
derart, dass KP(w) > w| + log,. |w| + log, log.. [w| + c.

2. Es gibt ein ¢ > 0 mit KP(w) < |w|+log, [w|+2-log, log, [w|+c.

6.3 Berechenbare endliche Maf8e auf X*

Definition 6.4 Wir nennen eine Funktion u : X* — [0, co) ein
endliches Maf$ auf X*, falls u(X*) = 3| . u(w) < oo.

Definition 6.5 Es seien p,v endliche MaRe. u dominiert -v, falls es
ein ¢ > 0 mit Yw(p(w) > ¢ - v(w)) gibt.

- /
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Satz 6.14 In der Menge M, aller links berechenbaren endlichen
MafSe p mit w(X*) < 1 gibt es ein Mafs m welches alle p € M;
dominiert.

Lemma 6.15 Die Menge M ist numerierbar, d.h. es gibt eine
aufzdhlbare Teilmenge K C X* x X* x (Q N [0, 1]) derart, dass fiir
jedes u € My ein Programm m,, € X* existiert, fiir welches

u(w) =sup{q: (., w,q) € K} gilt.

Lemma 6.16 Die Funktion ugp : X* — [0, 1] mit
ukp (W) = [X|"KPW) gehért zu My und dominiert alle u € M.

Folgerung 6.17 KP(w) = —log. m(w) + O(1)

- /
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6.4 Verbundkomplexitit und bedingte Komplexitéat

Definition 6.6 ¢ : X* x {0, 1} — X* heilst partiell-rekursive
Prdfix-Funktion &=

1. ¢ ist partiell-rekursive Funktion, und
2. dom (p) = W x {0, 1}, wobei W C X* préfix-frei ist.
Satz 6.18 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Prdfix-Funktion

@) X* x {0, 1} = X* derart, dass K, 2) (w,v) < K¢ (w,v) + ¢ filr
alle partiell-rekursiven Prdfix-Funktionen ¢ und alle w,v € X* gilt.

\ /
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Es sei wieder KP := Ke(2)-

Folgerung 6.19 Es gelten
1. KP(w) < KP(w,v)+ O(1) und KP(v) < KP(w,v) + O(1),
2. |KP(W,V) — KP(V,W)’ =0(1)

3. Ist :C X* — X* partiell-rekursiv, so ist
KP(w,p(w)) < KP(w) + O(1) fiir v € dom ().

4. KP(w,string,.(KP(w))) = KP(w) + O(1)
Lemma 6.20 KP(w,v) < KP(w) + KP(v) + O(1)

- /
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Definition 6.7 ¢ : X* x X* — X* heil3t partiell-rekursive
Prdfix-Funktion <

1. ¢ ist partiell-rekursive Funktion, und
2. Vm, 7/, v((m,v), (', v) edom (¢) AT E ' — m=m')
Satz 6.21 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Funktion
@Y 1 X* x X* — X* derart, dass
K(pb (w/v) < Kd,(w/v) +Co

fiir alle partiell-rekursiven Prdfix-Funktionen ¢ und alle w,v € X*

gilt.
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Es sei wieder KP := K».

Folgerung 6.22 Ist { :C X* x X* — X* partiell-rekursiv, so gilt
KP(h(w,v)/v) < KP(w/v) + O(1) fiir alle Paare (w,v) € dom ().

Notation: (w,v) := string,.(lw|) - w - v und
(w,n) := string,.(|w]) - w - string,.(n) fiir n € IN.

Lemma 6.23 1. KP(w,v) < KP(v) + KP(w/{v,KP(v))) + O(1)
2. KP(w,v) < KP(v) + KP(w/v) + O(1)
Satz 6.24 KP(w,v) = KP(v) + KP(w/{v,KP(v))) + O(1)
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