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4 N

4 Kolmogorov-Komplexitat von Wortern

Text w € X* Beschreibung (oder Programm) 7 € X*

X* ¢ X*

A

Raum der Texte Raum der Beschreibungen

@ ist partiell-rekursiv.
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Definition 4.1 Es sei ¢ :— X* eine partielle berechenbare

(partiell-rekursive) Funktion.
K heif3t Kolmogorov-Komplexitdt beziiglich ¢ : <=

Ky : X* — IN, wobei

Ke(w) = inf{|n]:me X* A @(n) =wj.
Definition 4.2 FEine partiell-rekursive Funktion [ : X* — X* heil3t
optimal : <

Fiirb jede partiell-rekursive Funktion ¢ : X* — X* existiert eine
Konstante ¢, € IN derart, daf§

Yw(w € X* = Ky(w) < Kg (W) +cg) -
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Satz 4.1 ([LV Thm. 2.1, Ca Thm. 2.9])
Es gibt optimale partiell-rekursive Funktionen { : X* — X*.

Folgerung 4.2 Sind 4, 4’ optimale partiell-rekursive Funtionen, so
gibt es eine Konstante ¢ mit

[Ka(w) =Ky (W) < c.

Wir setzen K := Ky

Satz 4.3 ([LV Thm. 2.7, Ca Thm. 5.1]) Es gibt eine rekursive
Funktion h: N x X* — IN , die im ersten Argument monoton nicht
wachsend ist, derart, dafs

lim h(t,w) =K(w) .
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Satz 4.4 ([LV Thm. 2.6, Ca Thm. 5.1]) Die Funktion K : X* — IN
stimmt mit keiner partiell-rekursiven Funktion 1\ : X* — IN mit
unendlichem Definitionsbereich dom () auf dom (1) iiberein.

Folgerung 4.5 Es sei f : N — N eine rekursive Funktion mit
lim f(n) = oco. Dann ist
n— oo

A:={w:Kw) < f(w|)}

rekursiv aufzdhlbar, wihrend das Komplement X* \ A keine
unendliche rekursiv aufzdhlbare Teilmenge enthdlt.
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/Schreibweise: K’(n) := K(string(n)) \
Folgerung 4.6

1. Jc:Vn: [ K'm+1)—K'(n)| <¢

2. Jde:vw: [K(wx) —K(w)| <c
Folgerung 4.7

1. 3c:Vn:K'(n) <log,n+c

2. Die Funktion k(n) := min{K’(i) : 1 > n} ist unbeschrdnkt.

Satz 4.8 ([LV Thm. 2.5]) Es sei 1\ : IN — IN eine beliebige auf ihrem
Definitionsbereich dom (\p) monoton nicht fallende unbeschrdnkte
partiell-rekursive Funktion. Dann gibt es fiir die Funktion k:IN — IN
aus Folgerung 4.7.2 ein my, € N derart, dafs

vn(n € dom (P) An >my — k(n) <P(n)) .
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Satz 4.9 Die Funktion K : X* — IN ist das Minimum beziiglich ,,<“ in
der Klasse aller von oben approximierbaren Funktionen h: X* — NN,
die der Bedingung |{w : h(w) = n}| < ™ *O0) geniigen.

Einfache Eigenschaften von K

Folgerung 4.10 1. Ist @ :C X* — X* partiell-rekursiv, so gilt
K(p(w)) < K(w) +O0(1) fir w € dom (¢).

2. Es gibt ein ¢ > 0 derart, dass ¢ - ™ < [{w: K(w) < n}| < T:j] .
3 \{w:lw|:n/\K(w)§n—c}\< r]_ e
™ T—

4. Essei V C X* x IN rekursiv aufzdhlbar und geniige der Bedingung
vnneN— [{v:(v,n) €V} <r™).
Dann gilt K(w) < m + c falls (w, m) € V.
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