Informationstheoretische Probleme der Informatik — 1. Codes

/1 Codes

1.1 Ordnungen auf X*

Essei X ={ai,...,a,}ein gemal} a; < az < ... < a, geordnetes
Alphabet.

Definition 1.1 Lexikographische Ordnung

AR , oder

W <lexV &
Judidji(i <jAuai TwAua; Cv)

Definition 1.2 Quasilexikographische Ordnung

(w| < V| , oder
wqV

lw| = v und w <jp v

N | Y,
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Eigenschaften

Es sei X ={0,...,r — 1} ein in der natiirlichen Ordnung geordnetes
Alphabet, und wir setzen 0.w := Z'if] xi -1t € R flir
W =X1 "X}, Xi € X. Dann gelten

1. Ausw <y, v folgt 0.w < O.v.
2. W<y V &= Ow<Ovfirveg X*-0,und

3. W<V &= (0w<O0vVvew-0-0%)
& Ow<O0vVwrCv) furw,ve{0,..., 71— 1}*.

4, Ausw C v folgt 0 < 0.v— 0w < r~ ™I —+=IV und

5 wEv < 0<0v—0w <1 W _+=PN fiirv e X*.0.

N /
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1.2 Codes

Definition 1.3 [Code]

Eine Sprache C C X* heildt (eindeutig decodierbarer) Code : <>
Fiir Worter wy,...,Wn,V1,...,Vy folgen aus wy -+ -wy, = vy -+ v
stets n = m und w; = vj.

Definition 1.4 [Codierung]
Eine Abbildung ¢ : Y — X* heildt (eindeutig decodierbare,
verlustfreie) Codierung : <

1. ¢ ist eineindeutig, und

2. das Bild ¢(Y) ist ein eindeutig decodierbarer Code.

N /
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Satz 1.1 (Ungleichung von Kraft) Es seien r = |X| und
(£i)ier (I CINy) mit €1 < {, < ...eine endliche oder unendliche

Dann gibt es einen Prdfixcode C = {w; : i € I} mit |wi| = {;.

Algorithmus KRAFT (£1,82,...) 54 <L <..,n=]I|
1:=0,0:=0, My :={e}, Co:=10
While 1 #£ n do
1:=1+1
M= M;_; - Xb—t-
wj = erstes Wort in der lexikographischen Ordnung von M
Ci = Ci_1 U{wyi}, My :i= M\ {wy}
Endwhile
Output C := Cy,

N

Familie von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft ) , ;v < 1.

/
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/Deﬁnition 1.5 [Bernoulli-Maf] \
Ein Bernoulli Mal} auf X* ist eine Abbildung u : X* — [0, 1] die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

1. > jexm(a)=1,und

2. Yw,v(w,v € X* = u(w-v) = nww) - u(v)).
Folgerung 1.2 Ist u Bernoulli-Maf$s auf X*, so gelten

1. u(e) =1, und

2. u(W-V) < u(W) - u(V), wobei fiir | [ cx ula) >0 und
w(W), u(V) < oo die Gleichheit genau dann eintritt, wenn jedes
u € W .V genau eine Faktorisierung w =w -v mit w € W und
v € V hat.

Satz 1.3 (Satz von MacMillan) Ist u ein Bernoulli-Maf$ auf X*, so
\gilt fiir jeden Code C C X* die Begiehung u(C) < 1. /
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1.3 Prafix-Codes und Baume

Definition 1.6 [r-verzweigter Wurzelbaum]
Ein hochstens r-vergweigter Wurzelbaum kann interpretiert werden

als prafixabgeschlossene Teilmenge W C {0, 1,...,r — 1}* mit der
Wurzel e € {0,1,...,r— 1}* und den Nachfolgern
w-i(ie M, C€{0,1,...,1—1}) des Knotensw € {0, 1,...,r— 1}*.

Worter w € W ohne Nachfolger in W sind die Blatter des Baumes,
die anderen Worter w € W sind die inneren Knoten.

Folgerung 1.4 Ist W C {0, 1,...,r — 1}* prdfixabgeschlossen und gilt
\W| #£ 1, so bildet die Menge der Bldtter von W einen Prdfixcode.

N /
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1.4 Mittlere Codewortlange

Definition 1.7 Essei Y ={ay,...,ax}, und essei P = (p1,...,px)
mit Z]f:1 pi = 1 ein k-Vektor nichtnegativer Zahlen. Dann nennen
wir (Y, P) eine Quelle.

Weiter nennen wir H,,,(P) := 21;1 —pi - log., pi die Entropie der

Quelle (Y, P).

Satz 1.5 (Abschatzung fiir die minimale mittlere Codewortlange)
Es seien (Y, P) eine Quelle und ¢ : Y — X* eine eindeutig decodierbare

Codierung. Dann gilt fiir die mittlere Codewortldnge, (@), von ¢ die

Begziehung:
K

W) =) pi-lelai)l>Hpx/(P).

i=1

N /
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und zu jedem Alphabet X gibt es einen Prdfix-Code
C C X*, C ={wq,...,wy}, mit einer mittleren Codewortldnge 1(C),

die der Abschdtzung 1(C) < Hx(P) + 1 geniigt.

Definition 1.8 Eine eindeutig decodierbare Codierung
@ :{ar,...,ax} = {x1,...,%xm)* heildt alphabetisch, wenn

e(ai) <iex @(air1).

alphabetische Codierung ¢, mit einer mittleren Codewortldange (),

die der Abschdtzung (@) < Hx((P) + 2 geniigt.

N

Satz 1.6 (Shannon) Zu jeder Hdufigkeitsverteilung P = (p1,...,Px)

Satz 1.7 Zu jeder Quelle (Y, P) und zu jedem Alphabet X gibt es eine

~

/
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Ternarer Shannon - Code

N

Haufigkeit r;_; ternar {; = |log; pl)ﬂ Codewort
p1 =04 0.0 0.0000000 1 0
p2=0.2 04 0.1012101 2 10
p3=0.1 0.6 0.1210121 3 121
pa =01 0.7 0.2002200 3 200
ps =01 0.8 0.2101210 3 210
pe =0.1 0.9 0.2200220 3 220

1=20, Hp = 1.465

/
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Binarer Shannon - Code

Haufigkeit r;_; bindr {; = |log, pl)ﬂ Codewort

p1 =04 0.0 0.000000000 2 00
p2=0.2 04 0.011001101 3 011
p3 =0.1 0.6 0.100110011 4 1001
pa = 0.1 0.7 0.101100110 4 1011
ps = 0.1 0.8 0.110011010 4 1100
pe = 0.1 0.9 0.111001101 4 1110

1=3.0, Hp=2322

N /
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Binarer Alphabetischer Code

~

/

Haufigkeit r;_; bindr {; = |log, pl)ﬂ + 1 Codewort
p1 =0.1 0.05 0.000011010 5 00001
p2=0.1 0.15 0.001001101 5 00100
p3 =04 04 0.011001101 3 011
pa =0.1  0.65 0.101001101 5 10100
ps =02 0.8 0.110011010 4 1100
pe =0.1 0.95 0.111100110 5 11110
\ 1=40, Hp=2322
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2 Sprachentheoretische Eigenschaften von
Codes

2.1 Maximalitat und Vollstandigkeit von Codes

Definition 2.1 [Maximale Codes] Eine Sprache C C X* heilt

maximaler Code : &
Fiir jeden Code C' C X* mit C C C’ gilt C' = C.

Folgerung 2.1 Es sei u ein nicht-entartetes Bernoulli-Ma/fs auf X*. Ist
C C X* ein Code mit u(C) =1, so ist C maximal.

Satz 2.2 (Uber die Existenz von maximalen Codes)
Zu jedem Code C C X* gibt es einen maximalen Code, der C enthadlt.

N /
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Shannons Kanalkapazitat

(11"'(11"'

~

N

C(®) := lim

t— o

X...X...
~  Kanal @ ] -y

log. [{x1---%x¢ %7 ---x¢ ist Ausgabe von @}

_t

/
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Vollstandigkeit von Codes

T(W) .= {v cIw, vy, va(w e WAvy, v € XFAvy-v-vy :w)}

Definition 2.2 1. Eine Sprache W C X* heil3t dicht, falls

T(W) = X* erfillt ist.

2. Anderenfalls nennen wir eine Sprache W C X* mager.

Folgerung 2.3 Ist W C X* mager; so gilt (W) < oo fiir jedes
Bernoulli-Mafs w : X* — (0, 1] auf X*.

Lemma 2.4 Es sei u ein Bernoulli-Mafs auf X*. Dann gelten:
1. Ist u(W*) = o0, so gilt u(W) > 1.

2. Ist C C X* ein Code, so gilt genau dann u(C*) = oo, wenn

w(C) = 1ist.

~

/
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Definition 2.3 Eine Sprache W C X* heil3t vollstdndig, falls W*
dicht ist.

Satz 2.5 Ist W C X* eine magere und vollstdandige Sprache, so gilt
w(W*) = oo fiir jedes Bernoulli-Mafs u : X* — (0, 1] auf X*.

Lemma 2.6 Essei V C X* und es gebe ein festes k € IN derart, dass
T(V) C {v s IwiIws (fwq], wal <k Awg-v-wy € V}.

Dann gilt fiir jedes Bernoulli-Mafs w mit Wi, := min{pu(x) : x € X} > 0
die Ungleichung

Folgerung 2.7 Ist C C X* ein magerer und vollstdndiger Code, so gilt
w(C) =1 fiir jedes Bernoulli-Mafs u : X* — (0, 1] auf X*.

N /
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M :={u|u:X*— (0,1]} sei die Menge aller nicht-entarteten
Bernoulli-Mal3e auf X*. Fur W C X* qgilt:

Wistdicht &= Ju(pe MA p(W) = o0)

N
Vi(p € M — p(W) = o)

Fur mageres (d.h. nicht dichtes) L C X* qilt dartiberhinaus:

Ju(p e MAW(L) > 1)

T
List vollstandig — Vu(peM — u(L)>1)

N

/
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v

N

Der Vervollstandigungssatz von Ehrenfeucht und
Rozenberg

und kein echtes Prafix e C— w C y zugleich auch Suffix von y ist.

Satz 2.8 Es seien C C X* ein Code und y ¢ T(C*) ein unberandetes
Wort. Weiter sei U := (X* \ X* -y - X*) \ C*, dann ist
C:=C U y-(U-y)* ein vollstandiger Code.

Lemma 2.9 Es seien v € X* ein unberandetes Wort,
= X*\ X* -y - X* die Menge aller Worter, die y nicht als Infix
enthalten. Dann ist C := V -y ein Prdfix-Code.

~

Definition 2.4 Wir nennen ein Wort y € X* unberandet, fallsy # e

/
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Satz 2.10 Ist C ein maximaler Code, so ist C ein vollstandiger Code.

M :={u|u:X*— (0,1]} sei die Menge aller nicht-entarteten
Bernoulli-Mal3e auf X*. Dann gilt fir Codes C C X*:

C ist maximal — Ju(pe MAUC)=1)
N2 )
C mager
Cist vollstandig — — * — YupeM - u(C)=1)

Folgerung 2.11 Ein Code C C X* ist genau dann vollstdndig, wenn
C maximal oder dicht ist.

N /
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Folgerung 2.12 Ist C C X* ein Code, so gibt es einen vollstdndigen

Code C, der C enthailt.
Ist C dariiber hinaus regulére Sprache, so kann auch C reguldr

gewdhlt werden.

Lemma 2.13 Es sei L C X* eine reguldre Sprache. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:
1. Listdicht, d.h. T(L) = X*.
2. Es existiert ein Bernoulli-Mafs w : X* — (0, 1] mit u(L) = oo.
3. Fiir alle Bernoulli-Mafse u : X* — (0, 1] gilt u(L) = oo.
Folgerung 2.14 Jeder reguldre Code C C X* ist mager.

N /
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Definition 2.5 Ein Code C C X* heil3t prdfix-maximal: <
1. C ist Prafix-Code, und
2. fiir jeden Prafix-Code C’ O C gilt C' = C.

Lemma 2.15 Ein Prdfix-Code C C X* ist genau dann
prdfix-maximal, wenn fiir es jedes w € X* ein v € C mit w C v oder
v C w gibt.

Der Suffix-Code | J,, .y X™ - b - a™ enthélt einen echten
prifix-maximalen Teilcode C, d.h. C ist nicht maximal als Code.

Lemma 2.16 Jeder (endliche) Prdfix-Code ist in einem maximalen
(endlichen) Prdfix-Code enthalten.
Jeder endliche maximale Prdfix-Code ist auch maximal als Code.

N

~

/
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Es sei ¢ : X — Y* eine Codierung, deren Erweiterung auf X*
ebenfalls mit ¢ bezeichnet werde.

Lemma 2.17 1. Ist C C X* ein Code, so ist auch @(C) C Y* ein
Code.

2. Ist C' C Y* ein Code, so ist auch @~ '(C’) C X* ein Code.

N

/
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/2.2 Entscheidungsprobleme und
Decodierverzogerung

Definition 2.6 Wir setzen fiir C C X*:

w<i1v & JuueCAu=w-v)
lefw<yv 1= JuueCAw=u-v), sowie

w<v &< w<3vV w<Horv

Lemma 2.18 (LevensStejn) Es gibt genau dann eine C-Kette
V1 < ...<Vvn, wenn es Worter wy,...,w; € Cunduy,...,u; € C
mit wi # w; und i+ j = n derart gibt, da/s

1. vi € {wi,uyj,

2. Uy---Uy -V =Wy - Wy und

C' ‘Vn‘ < ‘Wl‘

/
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Folgerung 2.19 Eine Sprache C C X* \ {e} ist genau dann ein Code,
wenn es keine endliche C-Kette vi < ... < vy, (n > 2), die auf ein
Wort v, € C endet, gibt.

Folgerung 2.20 Es gibt ein Verfahren, welches zu endlichem
L C X* \ {e} entscheidet, ob L ein Code ist.

Satz 2.21 Es gibt ein Verfahren, welches zu reguldrem L C X* \ {e}
entscheidet, ob L ein Code ist.

Es gibt kein Verfahren, welches zu kontextfreiem L C X* \ {e}
entscheidet, ob L ein Code ist.

N /
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Definition 2.7 [Decodierverzogerung] Es seien C C X* ein Code
und w € C.

- Das Codewort w hat die Decodierverzogerung m(w) € N, falls
aus Wvi ...V (w) C wumit vy, w’ € Cund u € C* stets
w = w’ folgt.

- C hat endliche Decodierverzogerung, falls jedes w € C eine
endliche Decodierverzogerung hat.

- C hat beschrankte Decodierverzogerung, falls es ein n € IN mit
Yw(w € C — m(w) < n) gibt.

N /
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Beispiele fiir Decodierverzogerung

Verzogerung ist | aber nicht | Gegenbeispiel

- endlich {a, ab, bb}, Suffix-Code
endlich beschriankt || ab*a U{ab™*'ab™a:n € N}

U{d™*'ab™a:n € N}
nn>1) n—1 {a,a™b}

0 (Prafix-Code) | Bifix-Code || {a,ba}

N /
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Lemma 2.22 Wenn fiir jedes w € C jede mit w beginnende C-Kette
eine Ldnge < l,, hat, so hat C endliche Decodierverzogerung.

Lemma 2.23 Es sei C ein Code.

1. Ist jede C-Kette nicht ldnger als {, so hat C eine
Decodierverzogerung von hochstens { — 1.

als 2m + 2.

N

2. Hat C die Decodierverzogerung m € IN, so ist keine C-Kette ldnger

~

/
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3 Ein allgemeines Modell der

Datenkompression
Text w € X* Beschreibung (oder Programm) 7t € X*
_F
-
X* © X*
-
Raum der Texte Raum der Beschreibungen

f ist injektiv.

N /
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Definition 3.1 Wir nennen eine injektive Funktion f : X* — X*
Kompressionsfunktion.

fur f, falls Yw(w € X* — o(f(w)) = w).

(Beschreibungs-)Komplexitdt von w beztiglich f.

Analog heilst K, : X* — IN U {oo} mit
Ko (w) =1inf{|n| : m € X* N\ @(7t) = w}

(Beschreibungs-)Komplexitdt von w beziiglich ¢.

N

Eine partielle Funktion ¢ :C X* — X* heil3t Dekompressionsfunktion

Definition 3.2 Die Funktion k¢ : X* — IN mit k¢(w) := |f(w)| heildt

~

/
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Lemma 3.1 Die Funktion f ist genau dann berechenbar, wenn k¢
berechenbar ist.

Wir fihren auf der Menge aller Funktionen g: X* — IN (bzw. X* — X*)
die folgende Relation ein:

h=<g:<= dc(ce NAVw(w e X* = |h(w)| <|g(w)|+¢)).

Folgerung 3.2 Die Relation < ist reflexiv und transitiv, aber nicht
antisymmetrisch.

Eine Funktion h heil3t optimal beziiglich einer Klasse C von
Funktionen, falls Vg(g € K — h < g).

Satz 3.3 In der Klasse K1, aller eineindeutigen rekursiven
(Kompressions-)Funktionen f: X* — X* gibt es keine optimalen
Funktionen.

N /
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4 Kolmogorov-Komplexitat von Wortern

Text w € X* Beschreibung (oder Programm) 7t € X*

X* @ X*

Raum der Texte Raum der Beschreibungen

@ ist partiell-rekursiv.

N /
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Definition 4.1 Es sei ¢ :— X* eine partielle berechenbare

(partiell-rekursive) Funktion.
K¢ heilst Kolmogorov-Komplexitdt beziiglich ¢ : &

Ke : X* — IN, wobei

Ke(w) = inf{|nf:meX*Aop(n) =w}.
Definition 4.2 Eine partiell-rekursive Funktion 4 : X* — X* heil3t
optimal :

Flirb jede partiell-rekursive Funktion ¢ : X* — X* existiert eine
Konstante ¢, € IN derart, daf}

Yw(w € X* = Ky(w) < Kgp(w) +co) -

N /
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Satz 4.1 ([LV Thm. 2.1, Ca Thm. 2.9])
Es gibt optimale partiell-rekursive Funktionen i : X* — X*.

Folgerung 4.2 Sind i, 1’ optimale partiell-rekursive Funtionen, so
gibt es eine Konstante c mit

Ky(w) =Ky (w)[ <c.

Wir setzen K := K

Satz 4.3 ([LV Thm. 2.7, Ca Thm. 5.1]) Es gibt eine rekursive
Funktion h: IN x X* — IN , die im ersten Argument monoton nicht
wachsend ist, derart, dafs

lim h(t,w) =K(w).

t— o

N /
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Satz 4.4 ([LV Thm. 2.6, Ca Thm. 5.1]) Die Funktion K : X* — IN
stimmt mit keiner partiell-rekursiven Funktion 1\ : X* — IN mit
unendlichem Definitionsbereich dom (\p) auf dom () iiberein.

Folgerung 4.5 Es sei f : N — N eine rekursive Funktion mit

lim f(n) = co. Dann ist
n— oo

A= {w:K(w) < f(jwl)}

rekursiv aufzdhlbar, widhrend das Komplement X* \ A keine
unendliche rekursiv aufzdhlbare Teilmenge enthdilt.

N /
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/Schreibweise: K’(n) := K(string(n))
Folgerung 4.6
1. dc:Vn: [ K'm+1)—K'(n)| <c
2. dec:Vw: |K(wx) — Kw)| <c
Folgerung 4.7
1. dc:Yn:K'(n) <log.n+c
2. Die Funktion k(n) := min{K’(i) : 1 > n} ist unbeschrdnkt.

Satz 4.8 ([LV Thm. 2.5]) Es sei \{ : N — IN eine beliebige auf ihrem
Definitionsbereich dom (1) monoton nicht fallende unbeschrdnkte
partiell-rekursive Funktion. Dann gibt es fiir die Funktion k:IN — IN

aus Folgerung 4.7.2 ein m,, € IN derart, dafs

N

Ludwig Staiger

vn(n € dom (P) An >my — k(n) <pn)). /

Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg



Informationstheoretische Probleme der Informatik — 4. Kolmogorov-Komplexitdt von Woértern 35

4 A

Satz 4.9 Die Funktion K : X* — IN ist das Minimum begiiglich ,,<“ in
der Klasse aller von oben approximierbaren Funktionen h : X* — NN,

die der Bedingung {w : h(w) =n}| < 90 geniigen.

Einfache Eigenschaften von K

Folgerung 4.10 1. Ist @ :C X* — X* partiell-rekursiv, so gilt
K(e(w)) < K(w) + O(1) fiir w € dom ().

rn—|—1

2. Es gibt ein ¢ > 0 derart, dass c - ™ < [{w: K(w) < n}| <

T—1°

{fw:wl=n A Kw) <n—_c} T e
. < T

3 .
™ T— 1]

4. Es sei V C X* x N rekursiv aufzdhlbar und geniige der Bedingung
YnnelN — ‘{v :(v,n) € V}] < r").

Dann gilt K(w) < m + c falls (w, m) € V.

N /
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5 Verbundkomplexitat und bedingte
Komplexitat

Definition 5.1 Es sei ¢ : X* x {0, 1} — X* eine partiell-rekursive
Funktion.
K¢ heifdt Verbundkomplexitdt : <=

Ky :+ X*xX*—= IN, wobei
Ke(w,v) = inf{jn]:me X* AP(m,0) =wAP(mr,1) =v}.

Satz 5.1 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Funktion

alle w,v € X* gilt.

N

U2 X* x {0,1} — X* derart, dass Ky (2) (w,v) < K¢ (w, V) + ¢ fiir

~

/
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Es sei wieder K := Ky(2).

Folgerung 5.2 Es gelten
1. K(w) <Kw,v)4+ O(1) und K(v) < K(w,v)+ O(1),

3. Ist\ :C X* — X* partiell-rekursiv, so ist
K(w, b(w)) < K(w) +O(1) fur v € dom ().

Lemma 5.3
K(w,v) < K(w) + K(v) + 2 - min {logr K(w),log. K(v)} + O(1)

Satz 5.4 Es sei ¢ € IN. Dann gibt es unendlich viele Paare w,v derart,
dass K(w,v) > K(w) + K(v) + c.

N /
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5.1 Bedingte Komplexitat

Definition 5.2 Es sei ¢ : X* x X* — X* eine partiell-rekursive

Funktion.
K¢ heilst bedingte Kolmogorov Komplexitdt :<=

Ky : X*xX*—= IN, wobei
Ke(w/v) = inf{|n:meX* Ad(m,v) =w}.
Spezialfall: Kq (w) := K¢ (w/e).

Satz 5.5 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Funktion
UP : X* x X* — X* derart, dass Ko (w/v) < Ko (W/V) + ¢ fiir alle
w,v € X* gilt.

N

/
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Es sei wieder K := K ».
Folgerung 5.6 1. K(w/v) < |w|+ O(1)
2.

~

Eigenschaften der Bedingten Komplexitat

Ist ) :C X* x X* — X* partiell-rekursiv, so gilt
K (w,v)/v) < K(w/v) + O(1) fiir alle Paare (w,v) € dom ().

Es gibt ein ¢ > 0 derart, dass fiir v € X* die Beziehung

n—+1

c-mt < [{iw: Kw,v) <njf < —— gilt.
Hw:|lw|=n /\Tlfl(w,v) <n-—c} _ T T 1 ¢ fir v € X

Es sei V C X* x X* x IN rekursiv aufzdhlbar und geniige der
Bedingung Vnv¥v(n e N Av € X* — ‘{w c(w,v,n) € V}‘ < r"h).

Dann gilt K(w/v) < m+ c falls (w,,v,m) € V.
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Satz 5.7 ([LV Thm. 2.6/2.7, Ca Thm. 5.1])

1. Fiir kein v € X* stimmt die Funktion K(-/v) : X* — IN mit einer
partiell-rekursiven Funktion { : X* — IN mit unendlichem
Definitionsbereich dom (1) auf dom () iiberein.

2. Es gibt eine rekursive Funktion h: IN x X* x X* — IN , die im
ersten Argument monoton nicht wachsend ist, derart, dafs

lim h(t,w,v) = K(w/v).

t— oo

N /
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5.2 Beziehungen zwischen Verbund- und bedingter
Komplexitat

Lemma 5.8 Es gelten die folgenden Ungleichungen
Kw,v) < K(v)+Kw/v)+2-log. K(v)+ O(1),
Kw,v) < K(v)+Kw/v)+2-log. Kw/v)+ O(1),

und fiir unendlich viele Paare w,v € X* gilt die Ungleichung
K(w,v) > K(v)+K(w/v)+ O(1).

Satz 5.9 Es sei ¢ > 0. Dann gilt
Kv) +K(w/v) < K(w,v) + (3 +¢) - log, K(w,v) +O(1)
fiir w,v € X*.

N /
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6 Prafix-Komplexitat

6.1 Prafix-Algorithmen

Definition 6.1 Eine Funktion ¢ :C X* — X* heildt Prdfix-Funktion,
falls dom () prafixfrei, d.h. ein Prafix-Code oder dom (¢ ) = {e} ist.

Satz 6.1 Es gibt eine universelle partiell-rekursive Prdfix-Funktion,
d.h. eine Prdfix-Funktion o derart, dass fiir jede partiell-rekursive
Prdfix-Funktion P ein w, € X* mit der Eigenschaft

Yw(w € X* = P(w) = @(uy, - w)) existiert.

N /

Ludwig Staiger Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg




Informationstheoretische Probleme der Informatik — 6. Prdfix-Komplexitdt 43

4 N

Eigenschaften rekursiv-aufzahlbarer Prafix-Codes

Lemma 6.2 Ist ein rekursiv-aufzdhlbarer Prdfix-Code C C X*
prdfix-maximal, so ist C rekursiv entscheidbar.

Definition 6.2 1. Eine Zahl « € R heil3t berechenbar, wenn es
eine rekursive Funktion f, : N — @ derart gibt, dass
nn e N — |fo(n) — of < 27™) gilt.

2. Eine Zahl « € R heildt links berechenbar, wenn es eine monoton
nicht fallende rekursive Funktion f, : N — ©Q mit
lim,_, fu(n) = « gibt.

Lemma 6.3 Es sei C C X* ein rekursiv-aufzdhlbarer Prdfix-Code,
und es sei ), 1" eine berechenbare relle Zahl. Dann ist C
rekursiv entscheidbar.

N /
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Satz 6.4 Essei f: IN — IN eine rekursive Funktion mit der Eigenschaft

> ien T "W < 1. Dann gibt es einen rekursiv aufzdhlbaren
Prdfix-Code C = {w; : 1 € IN} (w; # wj fiir i #j) mit jwy| = f(1).

Lemma 6.5 Es sei D C X* ein Prdfix-Code mit

m :=min{|w|: w € D} und |D N X'| < |X| — 1 fiir alle | € N. Dann
gilt ) . .p X[~V < |X|~tm=1) wobei die Gleichheit nur dann gilt,
wenn |D N XY = [X] — 1 fiir alle | > m erfiillt ist.

Folgerung 6.6 (Zum Beweis von Satz 6.4) Ist D C X* ein
endlicher Prdfix-Code und gelten ) IX|~V > XK sowie
ID N XY < |X| fiir alle | € N, so gibt es ein v € D mit |v| < k.

N /
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~N o o~ W N P

9
10

/Algorithmus KRAFT-CHAITIN: f:IN —- IN, X ={0,1,...,vr— 1} \
1:=0,Co:=0, Do :={e}, Lp(j) :=ifj =0then 1 else 0
While 1 < oo do

ny =max{w/:w e D; Aw| <f(i)}
vi =ming (Dy N X™)

wi =g - 0fHTm

1 =141

Ci =Ci g U{wi1}
6i(j) =ifj=mny_ythent; 1(j) — 1 else {; 1(j)

D; =if f(l— ]) = n;_1 then (Di_1 \{Vi_1})
f(i—=1)—mi_1—1

else (Di—1 \ {vi_1}) U g vi_1 -0

j=0
and

forj=ni_1+T1tof(i—1)do{i(j):=1r—1

\Endwhile

- (X\{0})

/
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Folgerung 6.7 Es seien f : IN — IN und g : N — X* rekursive
Funktionen mit der Eigenschaft ) ; rf(1) < 1. Dann gibt es eine
eineindeutige rekursive Funktion h : N — X* derart, dass die Menge
{(h(i),g(1)) : i € IN} der Graph einer partiell-rekursiven
Prdfix-Funktion 1\ :C X* — X* mit den Eigenschaften

1. Y(dom ()) ={g(i) : 1 € N} und
2. Viie N — |h(i)|=f(i) AY(h(i)) = g(i))) ist.

6.2 Prafix-Komplexitat

Definition 6.3 Es sei ¢ eine universelle Prafix-Funktion. Die
Funktion KP := K, nennen wir Prdfix-Komplexitdt.
KP(w) := min{|n| : ¢ () = w}

N /
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Satz 6.8 Es gibt eine rekursive Funktion h : IN x X* — IN , die im
ersten Argument monoton nicht wachsend ist, derart, dafs

lim h(t,w) = KP(w) .

t— o0

Satz 6.9 Die Funktion KP : X* — IN stimmt mit keiner
partiell-rekursiven Funktion { : X* — IN mit unendlichem
Definitionsbereich dom (1) auf dom () iiberein.

Folgerung 6.10 Es sei f : IN — IN eine rekursive Funktion mit
lim,_, o f(M) = oco. Dann ist

A ={w:KPw) < f(lw])}

rekursiv aufzdhlbar, wihrend das Komplement X* \ A keine
unendliche rekursiv aufzdahlbare Teilmenge enthdlt.

N /
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Lemma 6.11 Es gelten

1. KP(w) < w| + 2 log, w| + O(1),

2. fiir jedes n € IN gilt
max{KP(w) : jw| =n} <n + KP(string.(n)) + O(1),

3. Y exeT P <1, und

4. die Zahl Y _y.. v *P™) ist links berechenbar:

Satz 6.12 Die Funktion KP : X* — IN ist das Minimum begztiglich
,=“in der Klasse aller von oben approximierbaren Funktionen
f X* — NN, die der Bedingung .. T ™) < oo geniigen.

N /
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Folgerung 6.13 1. Zu jedem c > 0 gibt es unendlich viele w € X*
derart, dass KP(w) > |w| 4 log. |[w| + log.. log.. lw| 4 c.

2. Es gibt ein ¢ > 0 mit KP(w) < |[w|+log. [w|+2-log, log. |w|+c.

6.3 Berechenbare endliche Mafde auf X*

Definition 6.4 Wir nennen eine Funktion p: X* — [0, 00) ein
endliches Mafs auf X*, falls u(X*) = > . u(w) < oo.

Definition 6.5 Es seien v endliche Mal3e. u dominiert v, falls es
ein ¢ > 0 mit Yw(u(w) > ¢ -v(w)) gibt.

N /
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Satz 6.14 In der Menge M aller links berechenbaren endlichen
Mafse w mit u(X*) < 1 gibt es ein Mafs m welches alle u € M;
dominiert.

Lemma 6.15 Die Menge M ist numerierbar, d.h. es gibt eine
aufzdhlbare Teilmenge K C X* x X* x (Q N [0, 1]) derart, dass fiir
jedes p € M ein Programm T, € X* existiert, fiir welches

u(w) = sup{q: (., w,q) € K} gilt.

Lemma 6.16 Die Funktion ugp : X* — [0, 1] mit
ukp (W) = |X|7¥PW) gehért zu My und dominiert alle p € M.

Folgerung 6.17 KP(w) = —log. m(w) + O(1)

N /
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6.4 Verbundkomplexitiat und bedingte Komplexitat

Definition 6.6 ¢ : X* x {0, 1} — X* heildt partiell-rekursive
Prdfix-Funktion &

1. ¢ ist partiell-rekursive Funktion, und
2. dom (p) =W x {0, 1}, wobei W C X* prafix-frei ist.
Satz 6.18 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Prdfix-Funktion

@) X* x{0,1} — X* derart, dass K, 2) (W, V) < Kg (W, V) + ¢, fiir
alle partiell-rekursiven Prdfix-Funktionen ¢ und alle w,v € X* gilt.

N /
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Es sei wieder KP := K (2).

Folgerung 6.19 Es gelten
1. KP(w) < KP(w,v)+ O(1) und KP(v) < KP(w,v) + O(1),
2. ‘KP(W,\)) — KP(\),W)‘ =0(1)

3. Ist{ :C X* — X* partiell-rekursiv, so ist
KP(w,Pp(w)) < KP(w) 4+ O(1) fiir v € dom ().

4. KP(w,string,.(KP(w))) = KP(w) + O(1)
Lemma 6.20 KP(w,v) < KP(w) 4+ KP(v) + O(1)

N

/
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Definition 6.7 ¢ : X* x X* — X* heildt partiell-rekursive
Prdfix-Funktion <=

1. ¢ ist partiell-rekursive Funktion, und

2. Vo, ', v((m,v), (', v) edom () \NTC v/ - nw="m')

Satz 6.21 Es gibt eine optimale partiell-rekursive Funktion
P® : X* x X* = X* derart, dass

K(pb (W/\)) S Kq)(W/\)) + Cop

fiir alle partiell-rekursiven Prdfix-Funktionen ¢ und alle w,v € X*
gilt.

N

/
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Es sei wieder KP := Koo

Folgerung 6.22 Ist 1\ :C X* x X* — X* partiell-rekursiv, so gilt
KP(W(w,v)/v) < KP(w/v) + O(1) fiir alle Paare (w,v) € dom ().

Notation: (w,v) := string..(jw|) - w - v und
(w,n) = string,.(jw|) - w - string,. (n) fir n € IN.

Lemma 6.23 1. KP(w,v) < KP(v) + KP(w/(v,KP(v))) + O(1)
2. KP(w,v) < KP(v) + KP(w/v) + O(1)
Satz 6.24 KP(w,v) = KP(v) + KP(w/(v, KP(v))) + O(1)

N /
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K7 Komplexitat unendlicher Worter

7.1 X% als CANTORscher Raum

Metrik: oM, &) :==inflr ™ :wrnAwC &)
Kugeln in (X% ,p): w- XY ={n:wrCn}
Durchmesser: diam w - X® =y~ Wl

Beziehungen zum Einheitsintervall (r-nare Entwicklung)

N

Oonel0,1]] € R — ne X«
On—0& < pn,é&)
Beispiel
- — 00110011... fiirr =2, aber
e

55
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/Satz 7.1 Ist |X| endlich, so ist (X%, p) ein kompakter metrischer \
Raum.

Definition 7.1 Eine Teilmenge F C X% heild3t Gs-Menge <
Es gibt eine abzihlbare Familie von offenen Mengen (E;)
dass

.en derart,

F= ﬂieN E; gilt.
Satz 7.2 Essei F C X<,

1. Fist genau dann offen in (X%, p) wenn es ein W C X* mit
F=W.X® gibt.

2. Fist genau dann abgeschlossen, wenn aus A (&) C A(F) stets
& € F folgt.

3. Fist genau dann Ggs-Menge in (X%, p), wenn es ein V C X* mit

F={L: £ XY AIA(E)NV| =X, gibt.

N /
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Das Lebesgue-Maf’ auf (X<, p)

Definition 7.2 Das Lebesgue-Mal} auf (X¢, p) ist die durch
A(w - X?) := v~ aquf den Kugeln definierte Mengenfunktion, die

in ublicher Weise auf die melsbaren Teilmengen des metrischen
Raumes (X%, p) ausgedehnt wird.

Folgerung 7.3 1. Ist W C X* prdfix-frei, so ist
AW X®) =3 1ML

2. Ist F C X% abgeschlossen, so gilt
A(F) = llmnﬁoo ZWGA(F)QXH T'_|W|°

3. Ist F C X% eine Gs-Menge, so ist genau dann A(F) = 0 wenn es
einVC X" mitF={&:&e XY A|A(E) NV| =N, derart gibt,
dass lim,, , o A{v:ve VAN >n}- X?Y) =0 gilt.

N /
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K7 .2 Zufillige Reelle Zahlen \

Satz 7.4 (MARTIN-LOF) Fiir jedes & € X gibt es ein ¢ € IN und
unendlich viele n € N derart, dass K(&[0.n]) <n —log.n+ c.

Effektive Nullmengen in (X%, p)

Definition 7.3 Eine Teilmenge V C IN x X* heil3t MARTIN-LOF-Test,
falls V rekursiv aufzahlbar ist und fiir alle n € IN die Ungleichung
A{v:(n,v) € V}- XY) <r "gilt.

Wir setzen V,, :={v:(n,v) € V}
Folgerung 7.5 Es sei V ein MARTIN-LOF-Test. Dann gelten:
I M(Nien Vi - X?) =0,

2. auch {m,w):3Iv(vEwWA (n,v) € V)} ist ein MARTIN-LOF-Test.

3. Es einen MARTIN-LOF-Test WV derart, dass fiir alle i € IN die

\ Menge W; prdfix-frei ist und A(V; - X¢) = A(W; - X@) gilt. /
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Satz 7.6 Es gibt einen universellen MARTIN-LOF-Test, d.h. einen
MARTIN-LOF-Test U derart, dass fiir alle MARTIN-LOF-Tests V die
Begziehung (e Vi - X® C [ ien Ui - X< erfiillt ist.

Definition 7.4 Ein w-Wort & € X% heildt zufdllig <
& & [Nien Ui - X2

Definition 7.5 Ein w-Wort & € X% heilst rekursiv (oder:
berechenbar) <= die Abbildung f; : N — X* mit
{fe(n)} = A(&) N X™ ist rekursiv.

Folgerung 7.7 1. A(X® \ ()i Ui - X?) =1
2. Kein rekursives w-Wort ist zufillig.

3. Enthdlt eine der Mengen {n : £(n) = x}, (x € X), eine unendliche
rekursive Teilmenge, so ist & ist nicht zufillig.

N /
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Lemma 7.8 Ist & € X% nicht zufallig, so ist die Differenz
w| — KP(w) fiir w C & unbeschrdnkt.

Lemma 7.9 Ist & € X% gufdllig, so konvergiert die Reihe
S e TITKPOV),

Satz 7.10 Es sei & € X, Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

1. & ist zufdllig.

2. Es gibt eine Konstante ¢ € IN derart, dass KP(w) > |w| — c fiir

alle w C & erfiillt ist.

3. Esgilt Y, TWImKPIW) < o0,

~

/
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Kolmogorov-Komplexitat unendlicher Worter

£[0.n] := Prafix der Lange n
Ku(&/) 'IN — IN
Ky(&/m) = Ky(&[0.n])
oberer Anstieg: K
k(&) := limsup ulé/m)
n— 00 n
unterer Anstieg:
k(&) = liminf Ky (j/ )

N /

Ludwig Staiger Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg




