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Binleitung

Im Jahre 1960 ii

mengen wit Hilfe von Automaten &a?gere i1t. Gleichzeitig gab
BUCHI eine Charakte risieruag dieser durch endlic&e Awuconmaten
darstellbaren Folg

@

urden von 3UCHI /BU/ zum ersten ale Falgen-

enmengen wit Hilfe von Woritmengen., MULLER
(1963) und HMcNAUGHTON (1966) wiesen nach, daf die beziiglich
‘des Biichischen &kzaptierungsbegriffes durch nichtdetermini-
stische Automaten darstellbaren lengen mit einem von HULLER
{ilii/ engegebenen Begriffe durch deterministische Automaten
akzeptierbar gind. Seit dieser Zeit begenn die Suche nach
natirlichen Unterklsssen der durch die Arbeiten /Bi/ uvnd /uil/
sbgegrenzien Klasse der reguldren Folgenmengena S0 wurden in
den Arbeiten von HARTUANN/STEARNS, LAN {DVEBER, TRACHTENBROT,
JOHNLO0M, HOLSLEY, CHOUEKA und STAIGER/WAGWER (s. /H:/,/Laf
/TB/,/Jo/ B0/, /Ch/ und/S¥W 1/) Abschwiichungen dee wiULLERschen
Arzeptlerungsbegriffes untersucht. Gleichzeitig erfolgd

besoniders in den Arbeiten /La/ und/S¥W 1/ tovologische Einord-
nungen der von den verschiedenen Axzeptierungsbegriffen akzep-—

tierten Hengen. ¥s wurde die Produkitopologie in X% beirachi
fir ¢ie die reguliren Folpgenmengen gleichzeitig Fre - und

Lo

Gge —engen sind. In der Arbelt /oW 1/ konnben fiir sizmiliche
5‘5- RS LIg el DALy SR Lo ok b F RS 7/ RAALLL B LY LUK Bl T



topologischen Unterklassen {(das sind: G-, P-, Fy A Gg -,
Fg - und Gg -iflengen) regulidrer Fclgenmengen Akaeptl runge-
“begriffe und such automaitenfreie Darstellungen auf der Lrund-
"lage der regulidren VWorimenge ge;eben werden.
Bel der Darstellung von Folgenmengen Gurch Worimengen spielen
neben der von BUCHI eingefilhrten % -Operation der von DAVIS
(s./Da/) untersuchte (¢ -Operator eine besondere Rolle (wvzl.
dazu such die Arbeiten /Li/ und /5W 2/). In der vorliegenden
Arbeit werden auf Grund der Bedeutung des Q£f~ﬁperat0ra im
ersten Paragrophen seine Zigenschaften und seine 3eziehung Zur
4 ~Operation untersucht. Dabei zeigen wir, dafl der g(~£@era%sr

Y

. * . . . . X .
eine im Raum X~ geelgnet gewdhlte Topelogie weltgeneﬂa in den
Folgenrswa X© iibertrigt. kinige weilter
Blgengchaften werden wir in § & darste

1
harakterisieran wir ein
en £

Ia zweiten Abschmitt der arbelit ci ige

topologische waéﬂ regulirer Voritmeng durchn tigenschaften
b ] o & £ 5

des akzeptisrenden Auvtomate 1 i i

en bzw. avtomatenfrei ait Hilfe eini-

ger in é 1 edingefs

g

Die Toligenden Parsgruphen drel und vier sind den Beziehungsu

gwigchen den Eﬁp07 gischen Typen regulirer Folgenmengen und
geelignet gewﬁﬁlten Akzepiierungsbegriffen gewidmet. Dabei
stiitzen wir uns im Unterschied zu den Arbeiten /ow 1/ und /we 2/
besonderg auf die Eigenschaften des (%5-09@ stors, und nutzen
ug, dalb er sowohl die Regularitét als auch gewisse topologi-~
sche Bigenschaften von Wort- auf Polgenmengen ilbertrigt.

£

Cbwonhl in den Abschnitten 3, 4 und 5 der vorliegenden Arbeit

*

gegenilber /Wa 2/ keine neuen Ergebnisse er21elt den, machen

453

doch die unterschiedlichen Beweismethoden d utllcu, daﬁ dia
tiber die Hesultate der Arbeit des Autors :

33

nit Hexyn VAGHER
(/oW 1/) hninesus angefithrten Resultste unabhingisz voneinandsr

2

erzielt wurden. Das wird insbesondere dadurch deutvlich, duf
ier die 3ex 3ehuﬂgeﬂ zvischen den durch partielle und voll-

gefini inerseite eowle gwischen den durch deber-
T ? hideterministizsche Anftometen skgepiiericn

tte jeweils Gegenutand nur einer Aus-

)



nungen zri hen den einzel-

engen {(vgl. auch /Wa 2/).

Der sechste und lbthe Abschnitt ist der Beziehung zwisc chien
Mal und Kategorie flir repulire liengen gewidmet, Im Gegensaty
zu Kapitel 22 der onographie von Oxioby /fUx/, in dem die
Topologie dem HaB angepaBt wird, gehen wir hier einen ariiorven

Weg., Wir zeigen fir eine gesignete Familie vom Folgenmengen

(vgl. /W 2/), dab fir diese laB und Kste zorie veririelich
-4 é&» <

gind, Weiter sollen die aigegebenen Beispilele illustrisren,
iz schon filr Ygeringfiligige" Brwelterungen der angegebenen

] ;‘L

anilie HaB und Kategorie nicht mehr vertriglich singd.
Die Untersuchungen des Abschnittes & haben ihren Urspruag und
4 .

gleichzeitig ihre Anwendung als Grundlage fiir die
zierung der regulirenichizufilligen Folgen nit Hilfe o3

Fa ] 3 s

in Anlshnung sn die von BCHLCRR (;bc/; definierten tota

[

Strategion (s./Lu/), wie sie von LINDNER erstmals 1974 (s./Ld/
%
L

siven .eguentisltests vorgeschlagen wurde.

Den Herren Dipl.-math, Boderd CRLUTZBURG, Prof.Dr. sc.Rolf

LINDHER, Dr. Klans vAGLER und Ip. sc. Gerd WuCH.UNG mdchte
ch fir viele interessante Diskussionen und Hinvelse B
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*
slemant o (1 o g alemmeme Y 8% e s ) ay Y & e [T
PLEBTNeNRYN © LAegen WOIrU ) L0er A SOVAES & CLe &8, d
11
e

ichen Folgen (des Ordnun.styps <o) lber X, ide
F Lt ¢ 1
My VO WE % und v € X X bezgeichnen wir

-
-

raus ergibt gich in mnatiirlicher Veise ein Fro-

8
ra . y X Xl . . -
dukt WeB von lengen ¥ € X" und B € X U X%, Veiter seien v %

die von % < X*’erzeugte Unterhalbgruppe, sowie V

. R 7
ge aller Folgen aus £ °

s dle sich als unendliche Produktie
von Wirtern asus V darstellen lascen. Wir werden an .telle
voun {w}-B, {wj%'umé {WSCJ kinftig kuvrg weB, w™ bzw. w
sciirginen,

Wir nennen fernerxﬁe}iﬁeiﬂ Anfangswort von be X
wenn es ein b' it wedb' = b _ibt, und schreiven w E h, Izt

auflevden w # b, s¢ schreiben wir = £ o, Veli.r setzen wir

S
) o - U s
ﬁb’t.b} :‘:{‘34_-\ { e VE L AW i”— ’Q? W :»&_.U} = e Ty T ..“‘\}}j 6
L h Lk ] A%

ginem Automaten wollen wir in dieser Arbeit stets el-
nen endlichen initialen Automaten ochne Ausgabe, bei den Je~
4 .

der Zustand aus dem Anfangszusiand erreichbar ist. Sofern
niznt snders vereinbarit, werden wir weiter die betrschteten

&
&

tomaten =2is voll definiert und deterministisch vorausset-

vy e L] “p Tl 2 ".6
Fir die lengen der Borelschen Hierarchie verwenden wir djg
gabriuchlichen Bezeichnungen:

G - Mengsn filr offene lengen

H

F - Mengen fiir abgeschlossens lenzen
Gg ~ Mengen fiir abzéhlbare Duvchschnitte offener Liengen
-2

¥p - Mengen fir abzihlbare Vereinjsungen abgeschloscener

Henpen
Uge ~ ¥enmgen ir abzihlbare Verelnigunien von Gy - leqgen
und

Yps = HMemgen fir abzd hlbare Durchschnitte von Fp -~ Jléngen,



-2 .

fber Kiirze helber schreiben wir flr ilengen, Gie sowonl Ig ~
Menge als auch Gg§ - Henge sind, FgA Gg ~ Hdenge und fie ion-
gen, die Durchschnitt einer offenen mit einer abgeschlocgenen
Menge éiﬂd, GATF - Henge,

Zuweilen werden wir such die Klasse aller § -, F ~, Ga¥F ~,
FgpaGg -5 Gg = bzw Fp = Teilmen;en eines topologischen Rau~

nes mit den entsprechenden Buchstaben bezeichnen.
§ 1 Der ??ge Cperator

in Xx* eine Topologie elngsfiihrt. In dieser Topologie ist &%
homtomorpk dem Cantorschen Diskontinuuwm (vgl. /0x/, /T8/),
d.h. ein kompskier metrisierbarer topologischer Haum. Bekenni-
-1lich bildet { weX® )wex* eine Besis der ”ro&ukt‘topc’log}}-e in x%
und somit lassen sich die offénen Teilmengen von £%in de o
WX mit W & £*® darstellen.

Aﬁalo 1E6% sich in x¥ eine Popologie einfiinren, indem wir
Cwex™ D

Teilmengen von X% die uestalt T.X*, Diece

e
b

x als ihre Basis wi nlen. Dann haben dis offenen

Y

durch die Halbordnung * £ " in K*ﬁinduzier+e Rechtato
und X*'ist in dieser Topologie ein T -Raum
schlufl einer Teilmeﬁwe.w von X¥ inm der

- v
#

Menge A(¥), d.h. ¥ ist dann und nur dann

sus we v und v 5 w stete ve & folgt.

et - Y s . « L .
Wir wollien nun den AbschluB U(P) einer Jenge F ¢ X sowie

.. s B S T T ST S S
die ahgeschlossenen Lengen im Rsume & charskiterivisren.
5 - L3 L Ty i d AR W [o%] ey o N
Temme 1.1, Be gilt C(F) = XN ALP)+2Z fir 2 & A7,
Deweis, Viv zeigen zunichst die Inklusion * € ". Ist p€&€ L, &0
s s ~ . . B . .
gilt A{P] ~ &(p») = @3 somit naben wir p%’A{PEﬁX .
Der Deweis der anderen Inklusion folgt sus der Tetsache, dal

Iz
m k(f«’ . . 2 -
(E)e ie grifte in P enthaltene offene Menge ist. Wire nim-

a{P}, so gibe es ein p sus ¢, wolches




-

L
1

Corollar 1.2, Kine Teilmenge P von X% ist genau dann shie~
schlossen, wenn aus A(p)<€ A(P) steis p& P folgt,

Beweis. et P abvescﬂlossen, z0 ist P offen, und zuzeéfe
Lemma 1.1, gilt P = A(P)+X“ Damit e“halten wir p¢ P aus
Alp) € a(P). Folgt umgekenrt pe;P aus A{p) € A(2), co ra-
ben wir P = E(F).X°. Also igt P &uwesc’“ﬁ,ez‘ sen, &

Aus Cen Beweisen vom Lemms 1.71. und Coroilax 1.2, ernitt

man leicht

X

(]
Ba
fire
Sl

Y
S
B
P
b
et

Loroliar 1,3, (1) ¢(2) {
(23 A(C(2)) = Al(®)

H

Auf Grund der #hnlichen Daraste sliungen der offenen Teilimen~
o - L 5 . -
gen von X7 hzw. X und auf Grund der in Lemme 1.1. bew-

qchrzm@e n Bezlehung zwischen den 0O ergtoren & und ¢ k8ne-
. &5

nen wir annehmen, daB sgich die topologischen Eigenschefte

. o
gewisser Teilmengen von X dureh Eigenschaften von Wﬁ?tm :

VY e

O

~

gen beschreiben lassen, Diesen Zveck erfiillt der in /Ba/ de-
finierte %?gw Operstor; die Bestdtigung dieser Aussage ipt
ein Ziel der vorliegenden Arbeit,

Definition 1.4. i%g{w) =50 {q: &gy W unendlidh}

ﬁ.

ir geben nun einige Eigenschaften des %5 - Operators an.

satz 1.5, (Da¥is) Eine T Teilmenge Q von X°° e+ gensu dann
6§ - HMenge, wenn es ein W< X" nis Q = %?5{?} gibt.

) G5y e G (v

y P 3 0 :»d\a)

‘2> %5(‘»‘%’84;?) = H*X

digenschaft (1.6.)(2) zeigt uns, da
d

B
T %

el
n
gy
.:_a’:
C
«t
o
i

Mengen in offene iiberfihrt. Da de dexr
nur Teilmengen von X hat, die hichstens ¢ -ifengen sind,
suchen wir nun nach hinreichenden Bedingungen an Vorimengen

(analog zu (1.6.3(2)) dafiir, daB das (ég» Bidkd eine zhge~

schlossene bzw, Fy A Gg ~ Menge ist, Zu diesem Zwecke flilren

wir den folgendén Begriff ein.

finition 1.7. Die ilenge W ¢ X™ heiBt (§,8) - Mense <«

i gedes q€X” ist eine der Hengen A{q) N ¥ oder A(q;fx W
5 ,

o]




;g, .elchwertig mid

iehung “@5
Beiepiele fir (5,d8) - ien sen sind die offenen und dsmii auch

3
-7

plemente die gbgeschlossenen Teilmengen von X'e 4it-

o3
3
i
=W
o]
B

hin iberfihrt der %’{ ~ Cperator abgeschlossene Mengen in ab-
geschlossene. Darilber hinsus erhalten wir mit Corollar 1.3.(1)
noch die Beziehung C(P) = %g(}&{}?)) ¢

Wir mtchten an dieser Stelle noch bemerken, daf der in /ot 1/

Foe

definierte 1s - Operator gleich der ﬁln%erelnaﬂa@rav( Tihrung
*

Cfi%é oA (eingeschrinkt suf den Definitionsbereich Wiy i,
3 s P PR, 4 !
d.he es gilt ls W = @5{3(:..@)) Tir WE IV
. Der fo}.gem}e catz liefert une nun den Zus gwicooen
(&, 8) - engen und Fo A G - lengen.
% . e Az - T " e ~N & - o wma k. S ™ A " T e wy
DET S 3‘.8. 2106 me_;ge Gt X 18% genau danun fg A {75‘ - LBIlle,
wenu es eine (F,34) -~ jenge W <€ X nit @ = ey gibt,
- #
- . e N s o . 5 2 I wn O 3 punge
Bewels, Ist W gine ’\E,.:‘;} - Menge, so glli b%;gk‘eg;- = AN i’f%,é Wi
wnd %g (W) ist daher such Pr -~ lenge.
. o . - . - - -
Es sel nun ¢ sine YA Gg -~ fenge. Dann gibt es ¥V, V¥ ¢ X

§

mit %g(“‘ = Q und %g'{‘ﬁ?} = Q. ilithin haben wir GV n V')s
€EG G =@, und !es:'er? €1.6.3(1) kbnnen wir V'AV = @ snneh-
men, ‘J‘Jelxer gel 0.8.d.4. e¢ V', Wir setzen

W mdf{w vi(vig Vig v t‘—'w/\Vv(v EvE w—> vé‘f}} .
enbar f*@ﬁi.ten Vig ¥und V& W . Zeigen wir ;iaé:m noch

(

GRS .y o) e - . e
Velter gilt
e : few
! A - % ) R 2 i - S T g iy o . S N
1.9.7 (1) Ba sei ¥ eine (£,8) - Tellmenge von 7. Denn zils
s 2y
e
Piine 4 7 PO
A 3




5

(27 Die Menge aller (5,8) - Teilmengen von rad bildet
eine Boolesche Mengenalgebra,

. .
ﬁ‘u‘;d
¥, e

( et oo
E SR N
>
by Y . TN e
("‘C}a oo~ L LR
haben wip

(3 gt
= WiV A
ﬁ'v
T2 et <y P S
belieb ge (¥,0) ~ Teilmengen von

a7
F

ez abschnities uniersuchen wir noch das Ver-
halten der Uperctoren iué, ls und 4 |Dbegziiglich der Operati
nen " ¢ " und " U, Dag folgende Lemma asus /St 3/ dient de
Vorberaitung der spitersn Aussagen.
y : o s T~ c e o
Lemnma 1,10, Es seien W < Xex¥, P.Q £ X*, und es gelte i€ Ra-

ziehung (87 P = W<P U Q . Dann ist
W g P C WYy Weq

Beweis. Die Inklusion % . £ P erh#lt man leicht sus (&).
Z

um Nachwels der anderen bemerken wir voreret, dal Pig W

[

A(W) v Wea(B)
AGE®) = whea(w)

5)
WB3> =
)

#



Lemme 1.12. (1) W ag(V) < Qﬁw V) €© (,%g(\ff}v Wo 55(V)
(2) {gsgw V) = %@(a v We %&fv)f Talls ec V.

o » -

Beweis. (1) Die erste Inklusion ist evident. Iat nun die Hen-
ge A(p) N W.V unendlich, so izt A(D) A ¥ unendlich odex cs

givt eln waW dervart, 428 A(p)n vV unendlich ist. Demit iot
auch die zZweite Ianklusion gezeizt. '

(2) ergibt sich mit (1.6.)(1) eus (1). B
Fir den 1ls - Cperator erhslien wiv jetzt
Corolisr 1,13, It V £ ¢, so gild

1 WeVW = I W Wols V .

Welter haben wir
Setz 1.14. Es ist gé{ ;*;» = vy wh f’jg(&v)
Beweis. Wir kbnnen o.B.d.A. e-f_ W annehmen. Zmachs‘: gilte czf;
fenbar W& & {géﬂ*f )o Weiterhin haben wir {f;(W’ *y = {%g’ (Wot ™y,

und mit Lemma 1.12.{2) erhalten wir darsus {Q:S("?”M} =
dg(‘f?) v %g(w) .uaml’s: ist Lemma 1.10. anwendbsr,und wir

errechnen féé(‘ﬁ“} = WYy W {%g(ﬁ)

Auf die gleiche Weise zeigt men unter Zuhil? ena&ne von Corole

laxr 10130

Corollax 1.15, 1= ‘e‘»f"(‘z W

s ey o - PR b S
VOon ANUTEsn sein, d8s

b
RS EaTe j& o ream i Y P ey
fe1 tEg1e] K &6;56.“'.4‘0@:_ e tin vi’:} LWu~

Lerms 1,76, Bs gel W t.u. Teilmenge von % . Dann gelten:
. {'G .
(1) dsowy = 3
eae e T .
(2) s ¥9n WX7"=¢
(3)  A(W)n We¥ =W , falls egV
; w¥ D gty 2
{4 e (W = LWL X™ = W
@ gy = [ |

;J
n
et
§
et
v
]
@

Beweis. (1) _

(2) Ist pels W, d.h. &(p) € A(W), und ist W t.u. Hen
ge, =0 gidt A(p)n W = ¢ , was unsere Behauptung beweist.
(3} Die Bedingungen we A(¥) und wé& ¥WeV kbnnen nur denn

Y]

fiir eine t.u. Menge gieichzeitig erfUllt sein, wenn weW.

- (4) Die Beziehung (s (W) 2 [\ whx® 2 u¥ist orfen-
sichtlich., Mit (1) und Satz 1.14. erhalten wir die Gleioch-
‘heit éjf{g (&‘:‘%) =W fir $.u. lengen W, &8



§ 2 Reguldre Wortmengen

In diesem Abschnit’y beschdffigen wir uns mit den topologi-
schen Bigenschaften der reguldren Teiluwengen von K*i Ta die
Yopologische Strukiur von X sehr "erm® ist { Die Barelschs
Hierarchie in ¥ vesteht nur sus den Klassen der offenen baow,
der abgeschliossersn Hengen { Fig. 1.11., wgl auch /Va/).), un~
tersuchen wi,» insbesondere die reguliren (5’5} -~ Hengen,

Zunédchet geban wir noch einige bekannte Aussagehn Tiber xagula«
re VWortmengen an. Dazu gel fir einen Asubtomaten R = (o I o}

und ein Z’f; i Cle Menge T({ ;') zdfivw: f{zoﬁw)e?Z’; ge-
atat.

Setz 2.0, Eo ssl W & x*, Dann sind die folgenden Aussagen
Aguivalent:{1) W ist regulir.
(2) Bs gibt einen Automaten {{ und ein 2' derart,
duB W = T(F.2°) .
{3) Die Yenge W hat endlichee Gewichit, d.h. W hat
nur endlich viele Zustidnde W/w .

Satz Z.2. (1) Die Honge der reguldren Teilmengen vom J
abgeschlossen bezliglich der folgenden

e

nen: V¥ , 1, , ¢ ALY und
- X .
{2) Iat W& X~ regulir,
die ‘enge W, = o9 ws
gulir,
Die aussage (2) ist eine womittelbare Folgerung eines Satzes
von Nerocde : Imt ~v zine rechiseitabile Aguivalenszrelation
3o s > T 2 . K3 el : N
tber X7 von endlichem Index, so iset Jede ihrer asgulvalenze-

klasgen vepuliyr .

. ) R .
ader reguldren Qel?meage W oven X gzibt ss re-

Lemme 2,3, Zu j
gulidre t.u. Wortmengen W, (1 i<n) derart,dad
& X
w,’ i1 Yyt e

Wir geben jetzt elnige bekannte Charakterisierungen der offes
nen und der abgeschlossenen reguliren VWorimengsn an.




4.9 s v *% P . -
Dazu sel 2z b z' eine Abkiirzung fir Jwiwe X" A Flz,v} = 27),

=k

Lemma 2.4, Es sei W € XY, Dann sind die folgenden Auscegen
douivalent:{1) ¥ ist regulik und offen.
(2) Hs gibt ein requlires ¥ ¢ XN mit v = vox¥,
(3) Pz Jeden futomaten B = {I,%2
Z' € Zomit B{A,27) = W gil

2 Lyf,2,) und jedes
“{;u

Au

e

z =~ z' und ze Z' folgt z'¢ Z%.

Lemma 2.5, Es el W & X*o Dann a;:md. die Tolgenden Aussager

dquivalent:s (1) W ist reguldr und abgeschlossen.
(2) Es gibt ein reguldres V mit W = A(V) .
(3) Plir jeden Automaten (X = (X,Z,f,zo)'unﬁ jedes
2% € 2 nit P(A,L,ZY) = W gilts
Aus 2z = 2" und ='g 2’ folgt zgi'.

Der folgende Satz’ gibt une eine Charakterisierung der wegzu~
liren (§,8) = Mengen.

Satz 2.6, ks sei W ¢ x*, Dann c'ind die folgenden Aussaien
Zguivalent: {1) W ist regulire {G’ 0} - lien_e.

2) Flir jeden Automaten zi}[ = {I:Z,zg,:fi‘.;za) uné jedes
2 < Z mit ({,E = W ogili:
AUE B e 2T e gz u*ifi zed? Tolgt mleg ét.
(3) B gibt ein ne¢ & und regulire t.u. %, mowie
. o -
regulire ‘:l derart, 4al W Z% ”*"";i“A‘:V ) .
(4} Es gibt ein ne¢l

- N und regulire offene %‘v"i sowWie
reggulire abg@SCQ}essene vy dersrt, dal
LRV

Beweis, (1) —» (2). Wir beveisen die Kontraposition. Es sei
also W = T(&{,2'), und es gelte z i~ z'  z fiir gewisse ze 4°
und z'¢ Z'. Dann gibt es w, v, T X° mit f(z,,r) =2z ,
f{z,w) = 2* und £(z',v) = z . Somit haben wir ro(w.v)¥ < W
sowie o (w*v)*v&' €W , und W ist also keine (G,8) ~ Menge.

| {2) — (3). Setzen wir W, =a¢ { ws £(z,,w)
A Vévv(!ﬁ” oW - f@(zo,we) £ z)} und ¥, =47 {v: (z,v) = z}
£0 gilt offenbar W = o Wz“vz , wobei die W, teu. wm
sind, Wegen (2) haben wir fiir jedes v'g A(V_) ai
flz,vi)e 2%, £alls Z€4'. Also ist ‘ék’zﬁ;{ff" e Ve

#

Z A

H]

Damit ist die Implikation (2) -> (3) gezei



(3) == (4). Fur V, £ ¢ ist ogA{V,). ¥it Temwma 1.76.(3)
haben wir dann aieg(vi} = ﬁ{£i°A{Vi)} P ai-z*; weonit wuch
diese dxcht},g gezeigt ist.

(4) =>» (1) ist triviel, de sowohl die reguliren, sls
auch die (&, §) - Te ilmengen von X eine Mengenalgebrs bilden.

§ 3 Hegulidre Folgenmengen

Hachdem wir topologlische Figen scnaften der peguliren %ort-
mengen betrachitet haben, wenden wir uns den kigenschafien re-
guldrer Folgenmengen 2zu. In Gegensatz zu ¥ ist. die Topologie
in X ¢ Yreicher", insbesondere beschrinki sich die Borelsche
Hierarchie nicht nur auf zwel Klassen.

Wie in /JK/ nennen wir eine Menge P ¢ Xajrefuiérﬁ wenin €8 ein

n€ N und rejuldre Wortmengen V., V. nit

P = I}:’% 1.-"?3.‘0‘25; gibt.
Wir stellen nun einige bekannie Aussagen ifiber regulirs leéﬁﬂ’
mengen zussmmen. Bilchi zeigte {s. /BU/), deS die Menge azller
reguiren Teilmensen von X7 eine Boolesche Jengen 1“ nre pile

det, eine Ausssgze, dle such sus der von Miller /4i/ und
MceNaughton /il gewiesenen Darstellbarkeit von reguliren

Folgenmengen ieterministische Automaten folgt.

Weiter zeig%e vrot (. /TB/), daB jede regulire Fol-
- genmenge sowonl Fye -, als auch Ggg~ Menge ist. Hieraus erklipr:
gich das ﬁL71ebem dieses Abschnittes, die reguliren ¥ -, G -,
Fpn Gy -, ¥ = bzw. Gg - Mengen durgh entsprechende ikzeptie-
rungsbegrlpfe fr Automaten, sowlie durch regulédre Wortmengen
darzustellen. '

Vorerst sel noch bemerkt, dad im Gegensatz zu den Wortmengsn
vgl. 8atz 2.1.) nicht jede Folgenmenge endlichen j

L)

st. Trachtenbrot zeigte aulerdem (s. ;?rf,

e i
berabzidhlbsr viele Folgenmengen endlichen Gewl
s )
1 r die folgendem Aussagen CsdTri)
- A # P = = .:k)-, ] Yy e
Lemnme 3.1. (1) Jede regulire Teilmsnge P von X™ het eunliches
¢

. s - . S s
Gewicht, d.h. | B/w: we X7 { ist endli



Weiter haeben wir
(3.2.) Hat ? € X™ endliches Gewicht, so ist A(P) regulir.

Beweis. Wegen A(P/w) = A(P)/w hat A(P) endliches Gewicht und
ist nach Satz 2.7%. regular.‘

Wir untersuchen jetzt, ob die Operatoren §f und 1ls die Regu-
laritit von Vort- auf Folgenmengen iibertragen.

Lemma 3.3. Ist W& X™ reguldr, so sind (Zg(w) und 1s ¥ re-
gulire Teilmengen von X~

Beweis, Gem#S Lemma 2.3. 1#8% sich W in der Fora W = i@,.’: :
darstellen, wobei die %, und V regulidre t.u. Teilamengen von
XX sind. #Mit (1.6.) (1), cden Lemmata 1.12.{2) und 1.16,(17
gowie Satz 1.14. 1881 sich dann leicht Cg,;(w) ® q Wio‘a’;“
errschnen, Die Behauptung fir ls W ergidbt sich unmittelbsr
aus der fiir %g (w). B

Der Beweis von Lemma 3.3. hat unz gleichzeitiy eine Derstel-
lung von ((¥) durch regulire Vortmengen und die Operstionen
¢, « und “gegeben, auf die wir noch zurlickgreifen werden.
Mit Corollar 1.3.{2), der Beziehung C(P) = q;(A( ) =

= 15 A(P) und Lemma 1.1. erhalten wir auc der obenstehenden
Auscage

Corollar 3.4.(1) Eine HMenge Q < X% ist genau dsnn regulir und

abgeachlossen, wennes ein regulires V & ¥ uit g = 1s V gibt.

[

(2) Eine Menge P € X™ ist genau dann regulir und

offen, wenn es ein regulires W & it P o= Wex® giot.

SchlieBlieh ist es uns noch méglich, eine Darstellung der
Komplemente der im Bewels von Lemme 3.3. charskterisierten
Mengen durch regulire Vorimengen angugeben.

] S . X - .
Lemma 3.5. 26 sei W € X" peguldr, Dann gibt es ein ne N und

regulidre W., V. ¢ 1% gerart, aaB
v psony < O
X%\ ?5(\%) = &4 Wi ls vi

Bewsgis, Bs ist genau dann p’é s(W), wenn es ein v [ p derary

gibt, daB w¢ W Fir alle w, v w & p, gilt. Damit haben wir
&l i —— .

SN ng(v;) - v%}’{* ViR, wobei P, -df{pz Ap) AW/ =B8]
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Damit iast ?§ = (W/v).X* iach Voraussetzung ist W und mithin
auch W/v regulirr; also ist P, reguédr und abgeschlossen, und
ez gibz nur endlich viele W/v und P,. Nach Satz 2.2.(2) sing
die *lengen W, z{w: W/w = W/v} regulir. Somit gibt es eine
endliche Menge M € X ¥ derart, dag X“+ §(W) = v"é{s W B . Die
Behauptung ergibt sich jetzt mit Corollar 3.4.(1), W
Wir gehen nun auf die Prage ein, ob sich die reguliren F -,
G -, FernGg -, Fg - und Gg -~ Mengen durch geeignete Akzep~
tierungsbegriffe in Automaten derstellen lassen. Weiter wer-
den wir die einzelnen Klassen durch regulire Vortmengen und
die Operationen U , * , ® und 1s , shnlich wie es Corollar
3.4, zeigt, beechreiben.
Bs sei (A = (X,2,f,2z_) ein Automat. Filr eine Folge p€ X% be-
zeichnen wir mit E,(p) =df{ £z ,w)t w c‘p‘} die Menge sller
bei der Abarbeitung von p durchlaufenen Zustsnde von &, so-
wie mit Ug,lp) =47 é:; {f(zo,w): v Ow c‘p} dielienge sller
bei der Abarbeitung von p unendlich oft durchlaufenen dustin-
de von UL . '
Im folgenden seien stets & eines der Symbole k oder U , so-
wie o eine der Relatiomen " = ", " ¢ " oder " nm", wobei
HAaM' &g M M # #. Plir einen Automaten (f = (X,Z,f,zo)
und ein 3¢ F2Z getzen wir

T (A, 3) =ge P PeXTA T2'(2€F 4 wpp) o 2.
Den Zusammenhang zwischen endlichen Automaten und reguliren
Folgenmengen gibt uns -

Stz 3.6, (McNaughton) Eine Teilmenge P von X® ist genau dann
rezulfir, wenn es einen Automaten ! und ein é%‘mit
p=1ia,3) gibt.

Wir geben jetzl einige Beziehungen zwischen den verschie-
denen hkgepitlerungsbegriffen en.

G2 A3 = Nt e D
' (2)  22(g,.{zp ™(a,Rz")
(3) 2. {z’ph = x¥N 2% fz22h
(@) oL {zp = 15z a Lherrca,{iz]))

]

#
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Das folgende Lemma wurde in /SW 1/ und in &hnlicher Form in
/La/ bewiesen,

Lemms 3.8. (1) Es st X0, 3) = Tncalf, 77f) .

(2) Zu jedem Automaten ¢! und jedem 3’ gibt ea
. A B ot o, A A
ein (@ und ein 2' mit Tg(c’l,}) = P ((0.42'1).
Beweis.(1) ist offensichtlich.
(2) Wir beweisen die Aussage nur fiir den schwierige-
ren Pall o = U. B8 sei J = {Zys...,2,{. Wir detinieren §f -
(x,%,£,8,) wie folgt:

(X

P

T 2T SUTTR BRI PRI

A . (£(z,x),M an{i: £(z,x)¢€ Ziﬂ) , falls M # ¢
Tz, M),3) =300 (£(z,%),{i: £lz,x)e2;}) , falls M = .
Der Automeat fi\l arbeitet in der ersien Komponente seiher Zu~
gstinde wie O ,und mit der zweiten ¥ merk:t " er.sich, in wel-
chen der ilengen Zi.’ 1€ i m, er sich ¥ in der lefzten Zeit ™
ununterbrochen bewegt hat. Damit ist klar, daB U,(p) Teilmen-
ge eines Z, ist, falls in Uﬁ(p) nur Zustédnde mit nichtleerer
zweiter Kompounente ILiegen. '
Ist anderseits Uc,{(p) € 2;, so kann U&\(p) keinen Zustand dsr
Form (z,9) enthalten. '

. . . U U,7 19 o
Damit gilt offenbar T (U, }) T (X A2')) e
A =sp & X (ﬁ{ﬁ,..a,mgs\ {2h) . @

SchlieBlich geben wir noch zwel Beziehungen zu T(&,2') an.
E 17 7 P »
(3.9.) (V) PRA{z2'}) = T(a,5")-x%
(2;  Th(O,{z']) = Gglrr,z)
Nach diesen vorbereitenden Betirachtungen ktanen wir als er-

sie die reguiidren offenen und die rezuldren abgeschlossenen
charakierisieren.

]

i

Satz 3.10. Hs sei P € X®, Dann eind die folgenden Aussagen
dquivalent: (1) P ist reguldr und offen. ‘
(2) Es gibt eine regulére Worimenge W mit P = W.-X%
(3) s gibt einen Automaten O und ein } derart,
dad P = TH((.F) -




H
s
Ll
H

Die Aquivelenz dieser Aussegen ergibt sich aus Corollar 3.4,(07,
Lemma . 3.8.(1), (3.9.)(1) und Satz 2.1,

Mit Hilfe der XKomplementidrbeziehungen zwischen offener vnd abe-

geschlossenen Mengen, Auscage (3.7.)(3), Lemma 2.8.(2) und

Corollar 3.4.(17 erhalten wir aus Satz 3.10,

Satz 3.11, Es sei Q € X“. Denn sind die folgenden Aussagen
dquivalent: (1) @ ist reguldr und abgeschlossen.
(2) Es gibt eine regulédre Wortmenge V mit G = lgV
(3) Bs einen Automaten (¥ und ein } derart,
daf Q:Tg(a,g—) .

Die Aquivalenzen (1) €= (3) der Sitze 3.10. und 3.11.

e '

L

gt in

fote

/La/ bewiesen, die vollsidndigen SHtze in /SW 1/.
Wir wenden uns nun den regu(:iiren ¥y ~ Hengen und den regulirs:
Gg - Mengen zu,

-

. wmes - PN B ‘s - . . . .
Satz 3,12, Fiir P £ X " sind die folgenden Aussagen dguivaient:

(1) P ist regulire Fg - lenge.
(2) Bs gibt einen Automsten @ und ein % derart, dai
ZU; oy s :
P=0 (A, 3) .
- ‘e . . " . T~
(3) Es gibt ein regulires W < ¥mit P =X \%Zg(wj,
y n

(4) Be gibt regulire Yy, V, € ¥ mit g _ w1 v,

Beweis.{1) - (2). Da P regulir ist, gibt es ein d = (X,2,7,2 )

und ein 3 £'}QZ mit P = TS(Q»}), Wir setzen dabei ?E(a,ézﬁ

£ @ fiir alle Z'egr voraus. Die Behauptung erhalten wir dann

mit den Aussagen (3.7.){1) und (2), wenn wir ’.I.‘E(CZQ{Z“}} =

c P fir beliebige Z" ¢ Z'€ ¥ zeigen.

-Wir nehmen an, es gebe ein Z2'¢ g, und ein Z¥ £ Z2' mit »

T?{C/’{ ,12%}) 4 P. Daraus erhelten wir sotort § £ o0 ,{;‘f}“’j}

gw}i“\}? . Hithin gibt es k‘i'v!iﬁr'te:ff Vs s ve1*!."%1&1’33?‘59 &aﬁ»

f{zﬁﬁwo) = f{z,w) = f(z,v) = z sowie {féz,w’?: w oo wjm zi,

{ £(z,v'): v'E v} = 2" fir ein fest gewdhltes z € &" gelten.
U

fegen U, wo'v"") = &% haben wir WV & P. Nach Satz 1.5. gibs
es ein W € X'mit P = @¢§ (W). Damit haben wir ein wie W mit

w - L
W & owoev. Es sel wy E wa-vk". Betrachten wir nun




~ Jd -

Py =a5 woevk wew , s0 gilt p4€ B, somit givt es ein Ly W
C py. Es gelte w, & wg'vk"ow*vk?». Wir beirach-

ten jetzt P3 =4 wo-vk*fswe-v lowev™und erhalten ein wgéw
mit w, = W £ Py. Flihren wir dies}e;n froieﬁ adkinfhtzitzzm wei-
ter, so erhalten wir eim p = W ev " ewev lewe v Foye.,. & X“
und eine unendliche PFamilie (wi)ibi 4 & ¥ von Anfangewirtern
von p, Damit ist pe P = (s (W). Andererseits folgi aus der
Konstruktion der Polge p{:‘XL’ leicht Uy(p) = 3’5'% und =0~
mit pe P = TS( U(‘,"Sz)o Dieser Viiderspruch zeight, d=f unsere
Annahme falsch ist. "

(2) ~=> (3), Nach Lemma 3.8.(2) gibt esg ein 71 und
ein 2' mit P = 9( A, %) = ({1,287 ]). Damit nabven wir

F-oU(d,i2 2 = %g(@{.a END)) (2.(3.7.0(3) uat

mit W, g Vg

(3.9.3(2)). |
(3) = (4) ist die Ausseage von Lemma 3.5,
(4) —> (1) ergibtsich leicht mit tatz 3.1, B
VWiederum mit Hilfe der Komplementirbeziebung erhaltben wir

-~ Satz 3,13, Fir Q £ X sind die folgenden Ausssgen Hquivalent:
(1) Q ist regulire G5 - llenge.

(2) BEs gibt einen Aubomaten G und ein 3 derart, dad
Q= T%{OI WORE ,

(3) Ea gibt ein regulires V < ¥ nit Q = %g(VZ? o

(4) Es gibt regulire t.u. Vorimengen Wis V; mit

n ey
Q = 3 WV

Beweis. Die Aguivalenz (1) €3 (3) erhilt man sus Satz 3.12.
durch Ubergang zum Komplement. (2) € (3) ergibt sich sus
Lemma 3.8.(1), (3.9.)(2) und Satz 2.1, Schlieflich iss

(3) «» (4) schon im Bewais von Lemma 3.3. gezeigt vorden.®

Die Aquivalenzen (1) <¥» (2) der S#itze 3.12. und 3.13. zind
in /La/ enthalten, und die Aquivalenz (1) <> (4) von Batz

3,13, in /Ch/, wihrend die vells‘%&ﬁﬁzigen SEtze aus /5W 1/
 entnommen sind. Mit (3.7.)(1) wnd (3) erhalten wir nun die
folgende Aussage, die auch schon in /ILa/ und /8t 2/ gezeigt

wurde.
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Corollar 3,14, Die Menge der reguliiren Teilmengen von X% =ij-
bildet eine Mengenalgebra, die schon durch die ilenge der e~
guldrens Fy -~ Teilmengen (baw. Gg - Tedlmengen) von X% ex-
zeugt wird.

Der letzte Satz dieses Abschnittes charakiterisiert die re, usirs
lédren Fy A Gy - Hengen. Er ist vollsténdig in /8% 1/ enthelien.

Sgr 3.15. PFir @ ¢ X% sind die folgenden Aussagen Hquivelenit:
(1) Q@ igt regulives Fy A Gg -~ Menge.
(2) Es gibt eine regulire (§,0) - Henge W & x™ it

= %S(W)e

(3) Bs gibt reguifire t.u. Wortmengen W und regulire Wort-
mengen ‘%?’i mit § = U W elsg V o _

%4) Bs gibt regulire aageschlossene Mengen Qg ¢ X° ung ve-
guldre offene ¥engen Pi Q X“dgrart, daf

Q = :1L'ft (Q; n By)

{53 B, g.g.b tbinen Automaten (X und efn % derart, dal

Q = (C’{ g -

Bewweais. (1) —> (2). Zufolge Satz 3.13. gibtes regulire ¥ und
V' mit § = (ér (V) und Q = %5“’“)* fir die wir wie im Bewsis
von Satz 1.8. VA V' = @ und e ¢ V' vorsussetzen. Bs ;
aun aus nachzuweisen, daB die im Bewelg von tats 1.8. deli~

G

y

nierte VWortmenge W regulir wir Falls V und V' rveguliyr aingd.
Wir gehen dagzu von einem Aunitonm 3

gen Z', Z¥ wvon Z sus, Tlr die
gelten. und konstrileren einen
ein 7' € 7 mit "33(5;{9%’} =% . Wir setzen:

g
o>
i

\5051} undé
f {(£fl{g,x}, 0) . wenn Flz,x)e 2’

(£{z,x),1) , wenn f(z,x)¢ &%
L (x(z"x) a) . ande*ﬂepfalls °

O
!"J

ab

aher noch, in welcher der Flnalmengen Z* odex Z*% a zuleiz
P

‘war. Demit erhalten wir W = (A,%') fur 2 =ar Zx{?}; s

=¥
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(2) > (3) ergibt sich aus den SHtzen 2.6. und 1.8,
Unter Verwendung der in (1.6.5(1) und den Lemmatsa 1.12,
und 1.16., sngegebenen Rechenregeln. v

(2) =~ (4) ergibteich analog aus Satk 2.6. unter Zu-
hilfenahme von (1.9.)(1), (1.6.)(2) und Lemma 3.3.

(4) —> (1), Diese Richtung . folgt leicht ans depr Tat—
sache, dafl sowohl die regulidren Mengen, als auch die P G -
ilengen eine iengenalgebra bilden.

(4) > (5). ¥it Hilfe der iiblichen Kreugproduktkonsiruk-
tion fir Automaten zeigt men zunichst, daB die Klasse der Tf
akzepiierbaren Folgenmengen eine Mengenalgebra bildet. Lann
folgt die Behauptung leicht mit (3.7.) und den ditzen 3.10,
und 3.11,

8 4 aAkzeptierung durch partielle und
nichtdeterministische Automaten

Weben der Akzeptierung von Folgenmengen durch deterministische
D-Automaten wurde in verschiedenen Arbeiten such die Akzeptie~
ruig durch partielle und/oder nichtdeterministische Autonaten
betrachtet. An dieser stelle sollen einige Sitze an;egeben
werden, die es erlauben, die Erzebnisse des vorangegangenen
Abschnittes zur Bestimmung der entsprechenden Klassen der durch
partielle deterministische (PD-), nichtdeterministische (HD-)
bzw. partielle nichtdeterministische (PH-) Automaten durch die
sechs hier erwdhnten Akzeptierungsbegriffe darstellbaren FPolgen-
mengen anzuwendens

Wir wenden uns zunichst den ¥D- Automaten zu und bemerken, d4zB
wir eine Folge p von einem PD- sutomaten nur dann als akzepiiert
ansehen wollen, wenn wirklich f(zo,w) fiir alle wla:p definiert
ist. Damit ergibt cich folgende einfache SAlglichkedt, die '
lenge T; (G, %) £iir einen PD- Lutomaten mit Hilfe der brgeb-
nisse des vorhergehenden Paragrephen zu besctimmen.



= - N . A ’ . :é ,} A
Es sel (f = {X,Z,f,zo). wWir setzen /A zdf(k,a,f,zo) . woheld
z, s Z # ¢

o

bo=gr 2y {sls 2o Taf {
gonst .

f{z,x), venn ;(z,x) aef.

Tens

{z,x%) Far

kS , sonst,.
d.h. wir vervollstindisen den PE~Automaten.0[éurch ainen
"oehluckzustend® =, Dean 11t foenbar

T((1,3) = Tg (. AR WEL

lie kengen Tf (X ,{2}) sinc &O@VSuhIO*SPRG repulire Folgen~

3
3

L...

-

mengen, uad aufer der dér offenen regiiliren Mengen
sind g miliche anderen in § 3 betrachteten Klassen regulirer

o el

Folgenmengen ab.eschlossen beziiglich Durchschnitt nit ab e~
schlogsenen reguliren iengen,

LOmlt ergeben sich bel den Akzep ptierungsbeyriifen @%, Tf, ?f,

ﬂT und T_ keine Yerinderungsen, wenn man PD- Autometen zur

:Akaepﬁleruné benutzt.
Wir betrachien nun den doriggebliebenen ¥Fall,

setz 4.1, Fir ¢ € X°3alnd dis Tolgenden Aussagen Squivalent:

{1) B85 gibt einen J}L‘-» sutometen (f und ein% derart, 4=8
g = L <M 2(}9
(2) Bs glot geine res v?wre offene Menge F und eine regulire
aboeschlossene ilenge P' derart, dal Q = YN Y.
(3) Q ist regulive G4 F - lenge . o
? 4) Es gibt regul ‘re Wortmengen W, Vi derart, dal é;é 1
% T.u. Tellmenge von x* ist und @ = é:% « 1s ¥, .

Beweis. (1) —» (2) Diese Richtung wurde schon oben gezelgy.

2) -» (3) ist offensichtlich.

(3) —>» (2) Bs sei { = P P'. Dann haben wir cly)y e £ty
und zomit ist @) AT = C(L) A (F U F') eine ebgeschlossene
llenge. weiterhin gilt Q = Q) A (Wl A Do De § rewulir ist,
haben wir mit Lemme 3.1.(2) die gewlinschte Darciellung.




i

(2) ~> (4) Be sei ¢ = WoeX®n B!, wobei I vesulip sei.
‘ir kinnen nun W durch mink, die Menge der beszils

- - ir 1 L 5 %oy . - » b - .
minimalern klemente von W ersetzen. Wegen nin W = ¥ N WeXeX™ 1%

mit VW such min W regulir. Der Kirze halber sei Q.B.8.4., V = mi-

Offenbar ist dann V t.u. Henge. Veiterhin haben wirvr dena
) . : ;o
Q = V&g%.wwz, AP = Wtf%.w (pi]w). Analog zu Latz 2.2.(2)
AA';,-.’ = 1]

sind Tlir regulires P! dis uengen WW =3¢

falls regulir, somit erhalten wir § = ,L/C.(V f;ﬂ } c{e7fw),
B k2 613

Die Vereinigung erweist sich dabei als endlich, da P' enaliclhes
cewicht hat, und da die Henzen V a w sdmtlich regulidr und
w%{f Vo by =V tou, Henfe ist, erglot gich die Behsuptung
leicht darsue, d4a8 ¢Y/w regulir und abgeschlossen ist.

(4) = (1) VWir hseben nur zu zeigen, dafl sich

n
E} Wy © 1sV, als ochnitt einer offenen mit einer abieschios-

senen ilenge darstellen 148%t. Berechnen wir C(u) mit den Vormalrn
des erst%a Absehnztns, £0 erhs

fomed
ot

=0
b
3
H

n n
§ 3 ) =}
U 5 i L. . o= 1S .L/‘f“f, N i, viamy e S, W
C(Q _}. :.,. i u 'Is:L 1&V1 I N} l:"-‘}gl l:’é j_ -&J‘/._L. tah 3:“;;.;
beus iet, Folgd mit Lemme 1.16.(2) die Gleichuns
L B
{Q );”‘\i:u W, YeX™ . 8

Um die durch HD - wund Ny -automaten darsiellbvearen Fole enmenyen
charakterisieren zu kinznen, greifen wir ein von TRACHI EWBROT
in /T8/ formulierte Idee der Beziehung zwischen deterministi-
schen und nichtdeterminietischen Automaten mittels Projektionen

auf., Zundchst definieren wir, wann eine Polgenmenge P von einem
NP~ Automsten (I (und damit auch von einem ND- Autonmaten) akzep-
tiert heift, Dazu nennen wir Fir X = (X,Z,f,zo) die Abbildung
r : N> Z einen { -~ VWeg iiber pGX("’, wenn r{0) = Z4 sowie
r(n+t) € £(r{n), p(n)), wobei p(n) den n-ten Buchstaben der

Folge p bezeichne.

Wir definieren

| T§< U, @) =371 Pt D€ X7 ATLTFr(r ist (X-Veg iber p 4 2’ ¢
} Ax(r) g Z’}j , wobei

E(z) =ag (M} und U(x) =as Y »(n + H) die sdenge aller suf




dem (L -Weg v ilber p durchlsufenen bzw. uendlich oft durch-
laufenen Zusttide von istt, )

 Im folgenden weden wir Alphabete der Form XxY betrachten.,

- Mit Pr. bezeichhen wir die Projektion auf die i-te XKomponen=—

- te, dle in natiirlicner Weise auf (KXYE*L;(XxYYdiortgeseﬁzz
- werde.
Bs sei Ol= (XXE Z, 0) n NP-Automeb. Setzen wir
0 =3¢ (%2,8,3,) mit () F(z.x) =ar sZy 202, (x3)), so
- gilt offenbar: ; ~
Eine Abbildung r:N +>Z ist genau denn (I -Weg fiber pe 5,
wenn ¥ ein. Aa ~Weg Uber einem qe& (XxY)™ mit Friq = p is%.

i
AuBerdem ist (I ein WD-avtomst, Tells Mvoll definiert ist.
“Hieraus folgct unmiti {

w

ezelichnungen wie oben )

-5

3

G

‘ 5 3 "“6‘ f' e ¥ ¥ Lo - .

;gggQg_ﬁ¢§: Es sel Tolll, ) = 0 € {Zx¥)". Baun gilt
( |

)

0o X

 Ungekenrt haben wir

: -
Lemma_ 4.3, Bs sei (U ein NP-(XD-) Automat mit Tg m ) = Q.
. Dann gibt es einen DP-(D-) Automaten (X . . .. Qerar@, dal -

Q= Pry To(X, %)

Beweis. Wir gehen in der o.a., Konstruktion (vglo {(6) ) rick-
worts, Wir setzen Y =3¢ % und

b ' {z’ ; falls 2'¢ f(z,x)

{(1) £z, (x,2")) nicht definiert, somnst
1 A
fim partiellen Palle., Im Falle, daB K volldefiniext ist, wihe

len wir aus jeder idenge f(z,x) ein . fest aus und setzen

{z' , falls z'¢ 7(z.x)
Z. s sonst. '

L (2) {2z,

e

%:2')) =qp

- »,

lan verifiziert leicht, da’d der so aus é% = (X,Z,fszgg kon-~
struierte Automeb (X = (I3 ,fgzo) im Falle (1) ein DP- und
im Falle (2) ein D~&uuoua 13#; der ( als HP~-Automat betrach
‘tet ) die Bedingung (8) erfiillt. Die Behauptung folgt nun
‘gus Lemma 4.2, M

¥
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Mit den S&izen dieses . Abschnittes kdnnen wir nun die von
 den verscnisdenen Automatentypen beziiglich unserer secins Ak-
: zeptierungsbegriffe akzeptierten Klassen reguldrer FPolgen-
. mengen angeben:

D DP D - wp
FAR "1 Fa R FnR FaARr
G AR (GAF)AR| G AR Pe A R
M FeaGsn Rl ForGgnR Fena R | Fg/} B
.3?5' ~ R FE‘ N R Fg n R Fs-/} R
,ngi E G5«1 R R R _
R ' H. R R
( R stehe debei sbkilrzend fiir die Klasse der regulidren
Folgenmengen. )

Die beiden ersten Spalten dieser Tabelle geben die Sitze des
~Abschnittes 3 sowie Satz 4.1. wieder. Die restlichen Spal-
~ten leifen sich mittels Projektion (vgl. die Lemmats 4.2.
~und 4.3. ) aus den ersten beiaen ab.
- Das Ergebnis der Stelle (WD, Tj) folgt aus den Arbeiten /RBii/
~und /MN/. Da die Klassen G, F, Fp yund R stebil beziiglidh Pro-
Jektionen sind (/Ku/ bzw. /TB/), brauchen wir nur noch zu
~zeigen, daB jede reguldge ¥ - lenge Projektion einer geeig~-
‘neten Menge aus (G A F) n R ist, und die Ergebnisse der
letzten beideh Spalten.sind ummittelbar einzusehen,
Zu diesem Zwecke definieren wir fiir B € X v X“und B' 2 Y v
t,Y einmedifiziertes Kreuzprodukt

B@B' =g {b: be (Xx¥)* v (xxy)” /\Pr1b63 A *’szxﬁjo-

Damit gilt & w1 v, = e, (A (W, ®0%01)- (10 v, @0*))
flir ¥ ~s0,c..,nj, und unsere Behauptung folgt lelch b den
Sdtzen 3.12. und 4.1.

Neben der von B;Chl und McNaughton gezeigten Bezielung

(D, TU) = (D, T ) sind auBerdem bekannt: u

1. aus /Ho/ : (D, Tﬁ (wD, :e 2+ (D7) = (uD,7)

| und (D,T7) = (WD,T7)

i

]
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aus /TB/ : (§P,70) = R und (NP,TY) = (¥P,10)
aus /SW 1/ eamtllche Ergebnisse, voll definierte Auto-
maten betreffend, sowie

aue /Wa 2/ simtliche Ergebnisse .

§ 5 Inklusighsbezichungen und
Abgeschlossenheitseigenschaften

in Ziel dieses Abschunitts ist es, zu zeigen, daf die im fol-

nden Diagremm
R

Fs M R Ggn R

I’%A (;‘SHR
(GaF)YnR

N

FnAR G NnR

rgestellten Inklusionsbeziehungen die einzig gliltigen und

tlich echt sind. Wir geben dazu Beispiele an. kg sei X = 0,7

) 0% ist abgeschlossen, aber als endliche Menge nicht offen.
0%.1:X“ = X¥\0% ist demgufolge offen, sber nicht abge-
gchlossen. |

) Die HMenge 0%1.0% = (0Wu 0*e40% ) A O¢1:X*¥ ist weder offen
noch abgeschlossen, aber Schnitt einer offenen mit‘einer

sbgeschlossenen reguliren Menge

(4) x¥ 0% ist ebzihlbar und dicht in sich. Demzufolge (val./Ku/)

st X0 0% gwer Yo =ilenge, aber keine Gy -Menge.

(5) (0°1)* = ¥~ x*0" igt also Gg - aber keine Fg -Menge.

(6) P = 0.X"+0% v 1.(0"1)® ist weder Fgy - noch Gg -Menge,

de P ~ 0<X* keine Gg = und P N 1.X° keine Fp -Menge ist.

amit sind alle Inklusionen bis auf
A®)YA R C(Fga Gy) N R gezelgt.
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Dazu bemerken wir
Lemma 5.1. Eine lMenge P € X% ist nur dann Schnitt einer offe-

nen mit einer abveschlosaenen Menge, wenn C(P)f\]’ abgeschlos~

sen i=st.

Der Beweis dieser Behauptung wurde schon im Bewels von Satz 4.1.

Teil (3) —> (2} gegeben.,

(7) Betrachten wir Q = 0% u (X*+1)2 +x*, offensichtlich ist
Q sowohl Fp - als auch Gy -Menge. Andererseits ist aber
€(Q) = X® und damit €(Q) N T = § = 0%+1-0% nicht abge-
schlossen.,

&

Abgeschlossenheitseigenschaften der topologischen Klassexr regu-
ldrer Folgenmengen wurden auch schon in den voranstehenden
Paragraphen untersucht, so z. B. ergaben sich in § 3 Aussa-
gen {iber die kleinste Boolesche Algebra, die eine gegebderne
topologische Klasse reguléirerFolgenmengen enthslt {Corollar
3.14, bzw. Satz 3.15.), oder in § 4 wurden mit Hilfe des Ab~
schlusses gegenilber Projektionen die Ergebnisse fiir ND- bzw.
NP~akzeptierbare Klsssen erzielt.

Wir werden jetzt die Abgeschlossénheit der sieben betrachte-
ten Klaessen gegeniiber den Operationen n , ¥ , T sowie gegen-
iiber Multiplikation mit reguldren ("We") bzw. t.u. reguliiren
("V.") Wortmengen untersuchen, Zunichst stellen wir die Er-
gebnisse in einer Tabelle dar.

P nRIGAR|{(GAPF) A R|Fe AGgnR|{Fs ARIGEAR| R
A + + + + + + -
W) + + = ' . < - o
- - - - + ~ ~~“_~..:‘.~..«._.. 1 ‘% e
We - s - - + . T
Y - + + - : " " e

Wir kommentieren nun die einzelnen Zeilen.

® o~ ¥ Diese Zeile ist leicht einzusehen.

" % Hier ist nur die Spalte (G A F) n R zu zelgen. Dazu
betrechten wir die Menge Q aus (7). Q ist Vereinigung einer
offenen regulsren mit einer abgeschlossenen reguléiven ienge,
aber selbst nicht einmal in (GaF)a R o
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" T " Hier ist wiederum nur die Spalte G A F @u zeigen.
Die Wichtabgeschlossenhelt der Klassen F AR, G R, Ggn R
und Fi n R zeigen unsere Beispiele (1), (2), (4) und (5).
Die Klassen Fg A Gy N R sowie R sind besiiglich Komplement-
bildung ebgeschlossen. Wire (G A P) A R beziiglich » ~
abgeschlossen, dann folgte die Abgescinlossenhelt beziglich
"o " ., was sber nicht der Fall ist.

"W " Ke ist X1-0“ als Produkt der Wortmenge x* mit der
abgeschlossenen Menge 0° eine Fg-, aber keine Gg -ilenge.
Pamit ist die Nichtabgeschlossenheit der vier Klassen ge-
zeigt. Die Abgeschlossenhelt von G A R und Fz N R folgt aus
der Darstellung durch reguléire Woritmengen (vEtze 3.10., und
3.12.), die Abgeschlossenheit von R aus der Definition.

" Ve ": Es ist (0{1)-0“’ keine abgeschlossene ilenge. Somit
ist die Nichtab eschlossenheit bggl. " Ve " erkliért, Die
drei zusdtzlichen Abgeschlossenheitseigenschaften gegentiber
der dariiberliegenden Zeile ergeben sich aue der Darsitellung
durch reguldre Vorimengen (Sztze 3.13., 3.15.,4.1.) sowie
der Tatsache, daB das Produkt zweier t.u. Worimengen wieder-
um eine t,u..lenge ist, '

¥ & MaB und Ketegorie

Dieser leitzte Abschnitt bescheaftigt sich mit den Beziehungen
zvischen HaBtheorie und Topologie bei regulidren Mengen, |
Dabei betrachten wir die natiirlichen Topolegien, die in § 1
eingetr‘inrt wurden, sowie die diesen Topoloiien angepaBien
ilefe {ber Kﬁ'bzw._xal.

Im fol;encen sei mit/u stets ein WahrecheinlichkeitsmaB suf
X bezeichnet, das die Bedingung a{(x) > O filr xe¢ X erfiillt.
Wir dehnen u auf die folgende Weise zu einem ilaB auf ganz 1

auss _ /A(e) =55 |

/u(w'v) -.=di/a(w) /u (v).
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iWeiterhin bezeichnen wir mit/ﬁzdas durch/uyindizierte Produkt-
meB auf X¢

Fiir die Produkttopologie in X“ und das Produktmad s« auf X“
-werden wir Vertridglichkeit won MaB und Ketegorie, wie sie in
;der Monographie von Oxtoby {vgl./Cx/ Kap., 19 #f) ertrtert wur-
fde, untersuchen. Wéhrend Oxtoby im Kep. 22 seiner Arbeit be-
schreibt, wie die Topologie dem MaB angepaBt werden kann, ge-
hen wir in dieser Arbeit den Weg, eine geelgnete Familie von
Teilmengen (vgl./5W 2/) des Raumes X* anzugeben, fiir die Me8
:uﬁd Kategorie vertraglich sind, Die Beispiele mpollen debei

' illustrieren, daB schon fiir "geringfiigige" Erwelierungen die~

ser Familie MaB und RKategorie nicht mehr vertriglich sind.

Piir den Raum X* geben wir ebenfalls SHtze an, die man als eine
Vertridglichkeit von Mal und Kategorie auf den reguliren Mengen
werten kann. / '

Wir zdhlen vorerst einige kigenschaften der maﬁe/uwundfﬁ auf':

(6°1.) (1) s ist 6 -additives MaB auf der Potenzmenge 7QXf
mit (X. ) o
(2) s (WeV) € (W)Yo /«(V), und es gilt s (R-V) «/u(‘»;,;/u (v)
*falls W eine t.u.Menge ist.
(3}/5 igt & -additives ilap auf der § ~Algebra der
Borelmengen von X~ mit /A(Xw) = 1.
(A} 44(# X*) /u,(w), und es ist /&( XYY = u( fells

F t.u. ist.
i # E: vy T ode
(6.2.) (1) Be ist 4&(%%} 3 > N\/x(n)) es gilt
. N wy 1 . .
/4}1(“ ) = ic N(/M‘.(!Z)) falls ¥ t.u. ist,
(2) ks ist /I(W”} = ¢, falls /u(W)»< 1, und es gilt
fiir t.u.lfengen ¥ genau danﬂ,&f(w“) = 1 wenn,/q(W) = 1,

Beweis. (1) ist offensichtlich
(2) Da W¥€ nQDN WP X%, gilt die erste Behauptung mit (13,

Die zweite folgt aus Lemma1.16.(4), wobei nur zu

bemerken ist, daB auf Grund von (6.,1.) (4) fir
t.u.lengen 1! € X ¥ ohnehin /«(%)4 1 erfiillt ist. B
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Weiterhin gilt

Lemma 6.3. Bo selen W g x* regulir, /M(W} < o2, Denn isit
/M(A(W))<‘CW .

Beweis. ba W reguldr ist, gibt es eln ke N derart, daf fiir
jedes w'e A(W) ein we  mit w' E W und /w/-/w'/ £ k existiert.
(/w/ bezeichne hier die Linge des wortes W)
Damit heben wir al(W) = Q‘Jo Wy, wobei

i= ,

Wi 3df{v H g'v'(/v‘/ =i A V'V'GW)} .

weiterhin ist/u (‘w‘i) < 5i~/u(W) fiir ¢ =3 min /u(x)-.
X EX

Day folgende Beigpiel zeigt uus, duf die Behesuptung aes Lemmaw
schon nicht fiir lineare Sprachen gilt. In den Beispielen dieses
raragraphen sei stets X = {0, | vorausgesetzt. '

Belepiel 6.4. s ist V = ¢ () x®.1.0™ eine lineare Sprache
. néN .
mit /M,(V} - Z /\(‘!)74(0)“ = 1. weiternin ist A(V) = X©

n M
und damit /M(A(V)} = 02, L

hine seziehung zwischen den maien /u und /: vermittelt uns der
| %5—Opera‘hor.

Lemme 6.5. ms sei y € X“ eine Gg -menge. vie bezlehung Mm(Q) =0
gilt wenau dann, wenn es ein V € XY mit q = %5(\1) und g (V) <0°
zibt. Wir fiinren zunachst eine Vorbetrachtung durch, Dazu set-
zen wir W(k) =df{mw eW A w hat in W genau k Vorginger bezlig-
lich "= %],
Uffenbar haben wir denn W = U W) e w(k) A wie! o g

ke W
fir k * m. weiterhin gelten w(k) ist t.u.menge und

w6 ox® 2 w®) . x“ g k € m. Sohlieslich iwt G (W) = kﬂwm.x“’.
€N
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seweis von Lemma 6.5. Es wmel /«(w)<o" o
Dann ist /A(Cag(’w)) lim ,u(w( )i x¥) = lim ,,m(k)) = 0.

k- o
Ist andererseits i s (Q) = 0 und Q= %g(‘ﬁ), 50 xilt
1in u (W) = N W) ) = p(Q) = 0. Lamlt gidt es
Koo ke N

eine unendliche Teilmenge N' von N derart, dal z /L(*K(k}koe .
‘ kesd!

= ¢ und asomit

[2]

Da ' unendlich ist, gelten ﬂ W(k‘}= X

kent
%&( V(k>}oﬂ
ke W'

 funmehr streben wir an, zu zeigen, daB fir die reguldren

dengen mMaB und Kategorie vertrédglich sind. Das heiBt: Wir

h&ben auf Grund der unterschiedlichen Struktur der Reéume

i* und X° zu zeigen:

(1) Eine regulire Teilmenge von X “ hat genau denn das Maf Null,
wenn sie erster hategorie (d.h. abzshlbare Vereinigung nirgends

dichter ilengen) ist.
Und, da X¥ welbst menge erster hategorie ist (weil abzséhlbsri},

im anderen Falle. .
(2} mine reguldre Teilmenge von X* hut ysnau dann endliches

fiaB, wenn sie nirgends dicht ist.

Nach dieser Ankiindigung der hesultate werden wir uns zunachst
nit den nirgends dichten Mengen beschdftigen.

dutz 6.6, G, (1) Eine Tellmeng,e P von X% ist genau asnn i’}i?‘gends
dicht, wenn V w(wéX —-%EV(VGX A WV ¢ A(P)Y)) gilt.

(2} mine Teilmenge W von X* ist genau dann nirgends
dicht, wenn ¥ wlwe X' —> Fv(v eX¥ A wev eﬁ A(H)) gilt.

Beweis. Wwir beweisen nur {1}. Der Beweis von (2) verliuft

anwliog.
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Ist P nirgends dicht, so enthdlt X“\P eine in X“ dichte offenc
Menge Vex™ . Damit gidbt es zu jedem we X" ein veX” deraxrt,

daB weve VeX¥ gilt. Wegen P n VX% = § gilt nun A(P) & X\vex™,
und die Bedingung ist erfiilit, Ist andererseiis die Bedingung
erfillt, so kann C(¥) offenbar keine Teilmenge der Form weX® s
d.h, keine nichtleere offene Teilmenge enthslten. Mithin sind
C(P) und auch P nirgends dicht. W |

Ein Vergleich der Bedingungen in (1) und (2) von Satz 6.6€.
ergibt nun ‘

Corolliar 6.7. Eine Tellmenye P von X* iest genau dann nirgends
dicht, wenn A(P) nirgends dicht ist.

Fiir den nun folgenden Satz, der die Aussage von Corollar 6.7.

verccharft, stellen wir eine Vorbetrachiung an: /

Es sei W £ X nicht nirgends dicht. somit gibt es ein veX™

mit veX € A(W). Daraus 1l#Bt sich unschwer ableiten, daB
%K(W) A veX®# @ ist. Somit haben wir

(6.8.) Ist %g(’@i) = #, so ist W nirgends dicht,
Damit erhalten wir

Lemma 6.9. Eine Teilmenge W von X¥ ist gehau dann nirgends
dicht, wenn %‘g(‘w) nirgends dicht ist.

Beweis. Ist W nirgends dicht, so gibt es nach Satz 6.6. zu
jedem we X ein véeX mit W'Voxxn W = @ und somit auch
weveX o (Jg(W) = B

Damit ist g (W) nirgends dichi.

Ist nun (%4 (W) nirgends dicht, so ist zufolge Corollar 6.7.
A( %&(wn nirigends dicht. Wegen % (al cjé(w)‘)) 2 %g(w)
gilt (o (WyA(Qg(W))) = 6.

Damit sind W\ A( %J(W)) und somit asuch W als Teilmenge der
Vereinigung zweier nirgends dichter kengen nirpends dicht. 0



Fir Mengen endlichen Gewichts lassen sich die Bedingungen von
Satz 6.6, folgendermaBen verschiérfen

Satz 6.10. (1) Hat @ € X® endliches Gewicht, so ist ¢ genau dann

nirgends dicht, wenn 3 v(vex™ AVw(wex™ —>wev ¢ A(Q))) gilt.
i (2) Hat V¢ x®* endliches Gewicht, g0 ist V genau dann
nirgends dicht, wenn JIv(veXx A VwiweX —>wev ¢ a(¥))) gilt.

Beweis. Wir zeigen wiederum nur (1). AuBerdem genligt es, die
Giiltigkeit der angegebenen Bedingung nachzuwelsen.
Da Q nirgends dicht ist, sind auch alle Zustiénde Q/w nirgends

dicht, Somit imt \/ &/w als endliche Vereinigung nirgends
wE X

dichter ilengen nirgends dicht. Damit gibt es nach Satz 6.6. ein

vex  mit v ¢ a( U ¥Q/w), d.h., fir elle weX gilt wev ¢ A(Q).B
weX : ,

Corollar 6.11, (1) Hat Q ¢ X* endliches Gewicht, so ist Q genau
dann mirgends dicht, wenn es ein v éK*mit Q < (X/v/ \{vg )C" gibt.
(2) Hat V ¢ X™ endliches Gewicht, so ist V genau
zdann nirgends dicht, wenn es ein veX¥mit v ¢ A((X/V/\ v .
gibt.

Beweis., Erneut zeigen wir nur (1). dus Satz 6.10. wiesen wir,
daB Q € 19N x¥veX® flir geeignetes v eX* gilt, falls ¢ nirgends
dicht ist. Die Bedingung folgt nun sinfach aus der Inklusion

FE s = /v/ @ » . o ctamon (/Y 13N
$FNETevex® € (XN Jv])Y . Offenbar ist die ienge (X7 N {v])
nirgends dicht. vomit ist die Bedingung auch hinveichend.

Das folgende Beispiel $01l uns verdeutlichen, dai die Voraus-
setzung Q bzw. V habe endliches Gewicht in Satz 6.10, notwendig
ist. ‘ .

Beispiel 6.12. VWir setzen W = U oRe 13",
df peu

Dann sind W und auch We1.0“ nirgends dicht, sber die Bedingungen
von Satz 6.10. sind nicht erfiillt. O
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kowmmen jetzt zu den angekiindigten Bezlehungen zwischen
3 undi Kategorie.

b2 6.13. Es sei W < X¥.reguldr. Die Menge W hat genau dann
liclies MaB, wenn sie nirxryends dicht ist.

eweis. Ist W nichi nirgends dicht, so gibt es ein w & X mit
X* < A(W). Damit ist s(A(W)) = ®2 und wegen Lemma 6.3, such
(W) =or , Ist andererseits W nirf,ends dicht, so haben wir

hit Corollar 6.1%1.(2) W& A((X /\{v};) ) flir geeignetes v e X,
Bs reicht nun aus, m C(x/v/ {vj) ) € oo zu zeigen. Dies folgt
egen a4 (v) > O mit (6.2,)(1). M8

jnmerkung: Ein zu Satz 6.13. analoger Sachverhalt fir ein

icht & -additives endliches MaB euf X* wurde in /BK/ angege-
en. Dort findet sich esuch die Aussage von Satz 6.10.(2}. ’

ir geben wiederum ein Beispiel dafilr an, daB die Fegulari-

# von W fiir die Auvssage von Satz 6.13. notwendig ist.

eispiel 6.14. €1) Bs ist W = LA 0Pets A(Xn‘) nirgends dicht,
ber man rechnet leicht /u(W) = o« nach,

(2) Wir benutzen hier die aus /GR/ bekannte
thode der Definition kontexifreier Wortmengen als Minimal-
Ssungen von Gleichungssystemen. Damit 1&8% sich unter be-
timmten Voraussetzungen das MaB der ilengen einfach berech-
en. Aus /Ma/ 148t sich folgende einfache Methode herleiten:
Es seien V4 v V) = X% und VNV, = @. Bestimmen wir dann
| als Minimalldsung der Gleichung V = V, U vzov s 80 gelten
1) V ist t.u. Menge, und soait /«(V)<1‘

2) Bs ist /u,(V) 1 genau dann, wenn /4(?‘2) € - '

3) Es gibt einen deterministischen push-down Automaten, der
V akzeptiert (vgl. /Gi/).

4) v¥ ist dicht in X%,

Setzen wir nun V, =4 -{ 01, ‘ZO} , 8O gilt /u.(‘Jz % , und fir
3 erhalten wir /u(V) < 1 und mithin /ugev%; <eo , Daher
et v¥eine dichte Menge endlichen Males in X,

An dieger Stelle wollen wir noch ein Wort zur Wahl der ange-
filhrten Belspiele sagen. Bs wuxrde angestrebt und bis auf Bei-
spiel 6.14.(1) such erreicht, daB sintliche Mengen durch de-



ferministische push-down Automaten (DPDA)askzeptierbar sind.
Fir die Woritmengen vergleiche maen dazu etwa die Monographie
von Ginsburg /Gi/ und fir die Folgenmengen die Arbeit ' von
Linna /Li/. Zur letzteren bemerken wir noch erginzend:
(6.15,) Ist V& ¥ eine t.u¢ Menge und durch einen DPDA sk-
zeptierbar, so sind auch vy N v s Ve X* und X*\v.x¥
DPDA-akzeptierbare Folgenmengen.

Weiter werden die in den folgenden Beispielen konstrulerten
Mengen endliches Gewicht haben, sowelt das mﬁglich ist, Fux
die in Beispiel 6.14.(2) definierten Mengen V hat z.B. V
endliches Gewicht, da V% a VeV®'= (V, U VpeV)«V®

= (VU V)72 ™y gil,

¥ir wenden uns nun der Beziehung zwischen ¥aB und Kategorie
in X% zu, Vie im zweiten Teil des Beweises von Satz 6.13.
zelgt man

Lemme 6,16. Es habe ¢ & X® endliches Gewicht. Ist Q nirgends
dicht, so gilt /1‘(62) = 0,

Im weiteren bezeichnen wir mit J(P) den offenen Kern der
Menge P & X¥, #it Lemma 3.1.(2) erhalten wir dann:

Ee ist J(P) regulir, falls P endliches Gewicht hat.

Wir haben nun

satz 6.17. Ist P & X regulire Fg -Menge, so gil@}&?} =/Z(J(P}}¢

Beweis. Nach Satz 3.12. 18% sich P als P = (_/ P, darstellen,
ig N

wobei die P, reguldr und abgeschlossen gind. Denn ist

PN gy = U (g N J(R)).
N i€l
Die Mengen P, J(P) sind reguldr und als Teilmengen von
P; \ J(Pi) nirgends dicht. Damit leiten sich aus Lemma 6,16.

unmittelbar /.‘Z(P \ J(P)) = 0 und also /I(Je) a/Z'(J(P)) ab. W
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Wir haben sofort

Corollar 6.18. Ist Q € X* reguldre G. -lenge, so gilt
: L) .
jI(Q) =/22(C(Q))o
Corollar 6.19. Fiir eine regulére Gy -Menge Q gilt gengy.demn
)E(Q) = 0, wenn Q nirgends dicht ist.

Beweis. Ist Q nirgends dicht, so gilt /A(Q) 0 mit Lemma 6.16.

Ist nun 4 (Q) = 0, so erhalten wir mit Satz 6.17. und Corollar

6.18. sofort 0 = & (Q) = A(C(Q)) = & (JC(Q)), und dareus

JC{Q) = 0 d.h, ¢ ist nirgends dicht. ¥

Das Corollar gilt tatsdchlich aur fir regulire GJ‘wMengen'

(und deren Teilmengen), da némlich XX-0% zwar das HeB O hat,

aber dicht in ganz X* ist.

Das voranstehende Beispiel zmeigt auch, daB im Gegensatz zu X7

(8. Satz 6.13.) in X® nicht notwendig jede reguldre ienge vom

iiaBe Hull nirgends dicht ist,

Der folgende Satz wird uns die angekiindigte Vertragllchkelt

von Kaf und Ketegorie flir regulére Teilmengen von X"zelgenn

Zuvor filhren wir noch einige Aussagen an, die uns beim Beweis

von Nutzen sein werden. Es gelten in X® (vgl. etwa /Ku/):

(1) Jede Gy -Menge erster Kategorie ist pirgends dicht.

(2) Ist Pc X“ eine Py -ilenge, s0 ist P \ J(P) Henge erster
Kategorie, (Diese Aussage hatten wir auch Implizit beim
Beweis von Satz 6.17. sbgeleitet.)

Satz 6.20. Eine reguldre Teilmenge von X® ist genau denn vom
HaBe Null, wenn sie erster Kategorie ist.

Beweis. Aus Corollar 3.14. ist ersichtlich, dab sich jede regu-

lire Teilmenge von X in der Form (~/ Pi/ﬁ Qi’ wobel die Pi
. iz‘}

reguldre Fp -~ilengen und die Qi regulire Gér«ﬁengen gind, dsr-~

stellen 188t. Es reicht also aus, die Behauptung fiir den Fall
= 1 zu zeigen. _—
Es seien also P regulire Fg -Menge und Q regulire G g -Menge.
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Weiter gilt J(P)A QEPANnQ c(I(PYANAQ) v (PN J(P)): Ist

P N Q eine Menge erster Kategorie, so ist J(P) n Q als Gg -
Menge erster Kategorie nirgends dicht. Damit gilt, da J(P)n

N Q reguldr ist, A (J(P) A Q) = O, SchlieBlich erhalten wir

aus dem Beweis von Satz 6.17. noch /'A'(P N\ J(P)) = O.

Ist andererseits m(P A Q) = 0, so hat auch J(P) A Q das MaB
Null und istzufolge Corollar 6.19. nirgends dich®. AuBerdem

ist P \ J(P) Menge erster Kategorie, und also P A Q als Teil-
menge elner lMenge erster Kategorie selbst von erster Kategorie.®

Mit diesem Satz, Satz 6.10.(1), Corollar 6.11.(1) und Lemma
6.16, Ednnen wir die Vereinigung aller reguldren Nullmengen
R, wie folgt darstellen.

Corollar 6.21. ,

mo - veij*(x/V/\{vp = vLeJx}fx‘w\x*"V"xw
Beweis. Die Inklusionen *® 2 " sind beide leicht einzusehen.
Es sel jetzt pe}?o, wobel Po reguldrve Nullmenge sei. Dann er-
halten wir aus den Beweisen der SHdtze 6.20. und 6.17. eine
nirgends dichte regulire-Menge, in der p liegt. Damit ist
R, ¢ VGX,XM\ X% .veX® gezeigt.
Die folgenden Beispiele belegen, daf die V_ertrg‘fglichkeit von
MaB und Kategorie -schon nicht filr DPDA-azkzeptierbare Folgen-
mengen gilt. Die angegebenen Fg & baw. G g - mengeh haben daxr~
{iberhinaus :endkiches Gewicht, zeigen also, daBl Satz 6.17. und
die Corollare 6.18. und 6.19. nicht notwendig fiir iengen end-
lichen Gewichts (im Cegensatz zu Lemma 6.16.,) gelten.

Beispiel 6.22. Wir wihlen die Menge V aus Beispiel 6.14.(2).
(1) Da V dicht in X¥ ist, ist auch V%= @5(V) dicht in x“ Da
weiter (V) < 1 gilt, haben wir 4 (V¥) = 0. SchlieBlich hat
die Menge V“ noch endliches Gewicht. .

(2) Betrachten wir P =3¢ X\ V%, so haben wir ,Z{(P} =1, aber
P ist ale Komplement der dichten Gg - Menge V¥ eine Fy - Men-
ge erster Kategorie. Auch P hat als Komplement von V% endli-
ches Gewicht. | '

(3) VeX® ist eine offene dichte Menge mit &{V.X“) < 1. Also
ist Q =4 X“\vex® nirgends dicht,und es gilt /Z(Q) > 0.



Weiter zeigen Satz 6.20. und Corollar 6.21., dafl fiir regulire
Mengen&die Eigenschaft, Nullmenge zu sein, von der speziellen
Wahl des ProdukitmaBes unabh#gig ist. Wir geben zum AbschluB
noch zwei Beispiele an, die belegen, daB dieser Sachverhalt
Fiir PPDA-akzeptierbarg:Polgenmengen endlichen Gewichts nicht
gilt. ' |
Beisgugl 6.23.(1) Wir definieren V, durch die Gleichung
= {01,10} L {00,11]+v2 (val. Beiepiel 6.14.(2)). Demn gilt
- o {1 . wenn/oc(o) (1)
/““(?o ) = 1o , anderenfalls .
(2) Definieren wir Vo ke durch die Gleichung

V-'k = (xk\{_ok})u of. Vn Jk ¢ 59 gilt

e
= (v ) z{? , wenn e (0) = (-g\/;f')”’q
/At n,k O , anderenfalls . ,
Die angegebene iengenfamilie (Vn kS;ak 4 hat zugleich die |
Eigenschaft, daB es zu je zwei Produk?maﬁen,u, (p # V) auf

X® eine Menge Vn,k mit ,f“(vn,k) 1o w’(V k) gibt,
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