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Let (X, p) be a finite probability space and (X*“,p) the corresponding infinite product
space with index set {1,2,---}. The author considers regular subsets of X* in the sense
of R. McNaughton [Information and Control 9 (1966), 521-530; MR0213241] and proves
that a regular set is a p-nullset if and only if it is of first category. The union N of all
such subsets of X“ is disjoint to the set of all p-Bernoulli sequences. There is a recursive
sequence that is neither in N nor a Bernoulli sequence for any P. K. Jacobs
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Regulire Nullmengen
Von Lupwie STareur!)

Herrn Prof, Dr, H. Thiele zum 50. Geburtstag gewidmet

Bei der Priizisierung des Begriffes der unendlichen bindren Zufallsfolge spielen die
von SCHNORE [4] eingefiihrten Begriffe des total rekursiven Sequentialtests und der
total rekursiven Nullmenge eine wesentliche Rolle. Ein besonders einfacher Sequential-
test ist die Akzeptierung durch endliche Automaten. In den Arbeiten [2] und [3]
wurde nachgewiesen, daf die Klasse der durch endliche Automaten akzeptierbaren
Folgenmengen mit der Klasse der reguliren (im Sinn von McNaverTox [2]) Folgen-
mengen iibereinstimmt. AuBerdem sind die reguliren Folgenmengen beziiglich der
natiirlichen Topologie des Folgenraumes ebenfalls sehr einfache Mengen (vgl. [7], [9]),
némlich zufolge TRACHTENEROT [9] in den untersten Klassen der BoreLschen Hier-
archie enthalten. Die vorliegende Arbeit wird sich deshalb bei der Untersuchung der
reguliren Folgenmengen vom MaBe Null weitgehend auf die topologischen Rigen-
schaften dieser Mengen beziehen. Weiterhin werden wir noch die reguliren Null-
mengen mit den von ScHNORR und StmvM [5] untersuchten Zufallsfolgen, die durch
endliche Automaten nach dem Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystem erzeugt
werden, vergleichen.

Fiir ein endliches Alphabet X mit mindestens zwei Buchstaben bezeichne X* die
Menge aller (endlichen) Wérter iiber X sowie X« die Menge aller {abzihlbar unend-
lichen) Folgen iiber X. ¢ € X* sei das leere Wort. Weiterhin erkliren wir We —pe W -
W W-... fiir W< X*\ {e} als die Menge aller abzihlbar unendlichen Produkte
von Wortern aus W. Zu p ¢ X* und b € X* u X bezeichne p-b die Aneinander-
reihung von p und b. Daraus ergibt sich in natiirlicher Weise ein Produkt W - B von
Mengen W < X* und B < X* v X». Fiir {p} - B werden wir kurz p - B schreiben.

Wir nennen geméiB [2] eine Folgenmenge F reguliir, wenn es eine natiirliche Zahl =

und regulire Wortmengen W, und V, gibt, derart, daBe¢ V,und F = j W, - Vo
i=1

In [2] und [3] wurde nachgewiesen, daf die Klasse der reguliren Folgenmengen
mit der Klasse der in endlichen Automaten akzeptierbaren Folgenmengen iiberein-
stimmt. Weiterhin ergibt sich aus [2], daB die Menge aller reguliren Teilmengen von
Xe beziiglich der Operationen n, u und \ abgeschlossen ist.

Betrachten wir nun die Produkttopologie in X, so ist unmittelbar klar (s. auch (9N,
daB X in der angegebenen Topologie homdomorph dem Cawtorschen Diskontinuum
ist.

Bezeichnen wir mit C(F) und [(F) die abgeschlossene Hiille bzw. den offenen Kern
der Menge F & Xv, so folgt aus [6], daB fiir regulires F auch C(¥) und somit auch
I(F) reguliir sind. Wir bemerken noch, dafl eine Menge F € X genau dann offen ist,
wenn es ein W © X* gibt, so dafl F = W - X gilt.

1} Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitit Jens (Direktor: Prof. Dr.
G. ScHLOSSER). .
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SchiieBlich sel F | p =pp {£:p - £ € F} fiir p € X* und F < X, Aus [8]ist bekannt,
dal} fiir regulires F simtliche ¥ | p wieder regulir sind und iiberdies die Menge
{F | p:p e X*} endlich ist.

Im folgenden sei stets u ein MaB auf X mit u(X) = 1 und p(x) > 0 fir alle x € X,
d. h., u ist nicht singulir. Mit @ bezeichnen wir das Produktmal auf X¢ zu p, und mit
p*: X* 1> (0, 1] die wie folgt definierte Abbildung:

pH(p) =pe ulp - X*) .
Lemma 1. F C X ist genau dann nirgends dicht (vn X*), wenn die Bedingung

Vp(p e X* > Jwlwe X¥ AF | p-w=8)
erfiillt ist. '

Beweis. Es sei F nirgends dicht, d. h. IC(F) = @. Damit ist auch C(¥) nirgends
dicht, Dann ist fiir jedes p ¢ X* die Menge p - X* \ C{F} offen und nichtleer. Somit
gibt es ein 10 € X* derart, dall pw - X S p . Xo\C(F}. Also gilt F | p - w = 0.

Ist andererseits die Bedingung erfiillt, so kann fiir keine Menge der Form p - X»
die Bezichung p - X» = C{F) gelten. Denn es ist F < X» \ pw - X und somit auch
CF)s X»\p-w-X= Also haben wir IC(F) =48, d.h., F ist nirgends dicht. |

Die Aussage von Lemma 1 1a64¢ sich fiir regulire Folgenmengen noch verschirfen.

Lemma 2. Es sei F © X reguliir. F ist genau dann nirgends dicht, wenn die Be-
dingung
Jwlw e X* AVplp e X* > F | p-w=0)
erfiillt ist.

Beweis. Offenbar ist die Bedingung hinreichend. Ist nun F nirgends dicht, so ist
nach Lemma 1 auch F | p fiir p € X* nirgends dicht. Da weiterhin F regulir und
mithin {F | p:pe X*} endlich ist, gibt es eine endliche Menge von Wortern {p,, ... , Pu}

derart,dal (J F|p= U F | pi. Damit ist {J # | p nirgends dicht, und wir haben
peX® 1= peX*

nach Lemma leinw ¢ X* mlt( F | p)l w= ﬁ Hieraus folgt wegen( U Flp )| W=

peX* peX*

= |J F|p-wdie angegebene Bedingung. |

peX*

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun den Eigenschaften des Produkt-
maBes u fiir regulire Teilmengen von X® zu.

Lemma 3. Ist F © X® reguliir und nirgends dichi, so gilt @(F) = 0.

Beweis, Da {F | p:p ¢ X*} endlich ist, gibt es ein g ¢ X* derart, daB fiir alle
p ¢ X* die Beziehung (¥ | q) == u(¥F | p) gilt. Nach Lemma 1 gibt es dann ein w ¢ X*
mit F | ¢ - w = 0. Da g Produktmaf ist, haben wir

MEF ) = Z H(U)‘ﬁ(FIQ‘U)-‘)
'U = w
Somit gilt @(#' | ¢) < (1 — p (w)? B(F | ), d. h. u(F | q) = 0. Also folgt u(¥)=0.]
Fiir regulire Mengen der topologischen Typen F, und G5 lassen sich die folgenden
Beziehungen angeben.?)

1} |¢] bezcichne die Liange des Wortes v,

2} Eine Menge hat den topologischen Typ F, (5) wenn sie sich als abzihlbare Vereinigung
abgeschlossener {abzdahlbarer Durchschnitt offener) Mengen darstellen 1684, Inshesondere
sind in X@ die abgeschlossenen und die offenen Mengen sowohl vom Typ F, als auch
vom Typ Gy,
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Satz 4. Hs sei F requldre Fo-Menge. Dann gili w(F) = p(I(F)).
Beweis. Nach [7] 1iBt sich jede regulire F,-Menge F in der Form F = U Fy dar-

o §=1
stellen, wobei die #'; regulir und abgeschlossen sind. Dann ist F\ {F) = |J (Fi\ U(F)).
i=1
Die Mengen F;\ I{F} sind als Teilmengen von F;\ I(F;) nirgends dicht und, da F,
und |(F) regulir sind, auch reguliir.

Damit leiten sich aus Lemma 3 unmittelbar z(F \ I(¥)) = 0 und wegen |(F) = F
auch u(F) = ESI(F)) ab. |
Mit Satz 4 folgt sofort

Korollar 5. Es sei E reguliire Gs-Menge. Dann gilt p(E) = p(C(E)).

Korollar 6. Fiir eine reguliire Gs-Menge E gilt genaw dann u(E) = 0, wenn E nir-
gends dicht ist,

Beweis. Die eine Richtung folgt aus Lemma 3. Zum Beweis der anderen bemerken
wir zunichst, dal aus Korollar 5 und Satz 4 die Gleichung i(B) = i(C(£)) = p(IC(%))
folgt. Ist nun p(E) = 0, so erhalten wir sofort IC(E) = . ||

Eine zu Korollar 6 gleichlautende Aussage 1Bt sich schon nicht fiir regulire F,-
Mengen beweisen, da z.B. die Menge X* - {2}* mit ¢ X zwar vom MaBe Null aber
dicht in X ist. Trotzdem lassen sich die reguliren Mengen vom Mafie Null topologisch
charakterisieren.

Satz 7. Eine regulire Menge ist genau dann vom Mafe Null, wenn sic cine Menge
erster Kalegorie 1st.1)

Eine zu Satz 7 gleichlautende Charakterisierung beliebiger Nullmengen ist nicht
miglich, da kein nichtsingulires ProduktmaB g simtliche Mengen erster Kategorie als
Nullmengen hat (vgl. [10], Kap. 22).

Beweis zu Satz 7. In den Arbeiten [6, 7] wurde gezeigt, daB sich jede regulire
: n
Menge in der Form |J Fy n E;, wobei die F, reguliire F,-Mengen und die E; regulire

i=1
Gs-Mengen sind, darstellen 1it. Es reicht also aus, die Behauptung im Falle n = 1 zu
beweizen. A

Es seien also F regulire F-Menge und E regulire G5-Menge. Dann gilt F n F <
< (IF) n E) u (F\ I(F)).

Ist nun u(F n E) = 0, so gilt auch p(I(F) n E) = 0, und da I(F) n E regulir und
vom Typ G; ist, folgt mit Korollar 6, daB [(#) n E nirgends dicht ist. Weiterhin ist
nach dem Beweis von Satz 4 die Menge F\ I(F) abzéhlbare Vereinigung nirgends
dichter Mengen. Also ist ¥ n K als Teilmenge einer Menge erster Kategorie selbst
Menge erster Kategorie (8. [1]).

Es sei nun F n E Menge erster Kategorie. Dann ist [(F) n B eine G5-Menge erster
Kategorie und somit nach [1] nirgends dicht. Damit gilt z(I(F) n E) = 0. Weiterhin
ist nach Satz 4 E(F \ I(F)) = 0, und also E(F n E) = 0.]

Es erweist sich mithin, daB die Eigenschaft, regulire Nullmenge zu sein, mal-
invariant bzgl. nichtsingulirer ProduktmalBe ist.

Bezeichnen wir mit RY die Vereinigung aller reguliren Teilmengen von X vom
MaBe Null, so haben wir

1} Eine Menge ist im Binne von BAIRE genan dann von erster Kategorie, wenn sie abzdhlbare
Vereinigung nirgends dichter Mengen ist.
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Korollar 8. RY = (J (X®»\ X* . w - Xv),
wed™*
Beweis, Esist X*.w . X eine regulire offene Menge, die dicht in ganz X= liegt.
Mit Korollar 6 folgt dann p(X* - w - X@) = 1. Also haben wir X2\ X* . w . X» C RY.

Ist nun andererseits £ € RY, so folgt ans dem Beweis von Satz 7 die Existenz einer
reguliren nirgends dichten Menge F, in der £ liegt. Nach Lemma 2 gibt es dann ein
w € X*, welches nicht Teilwort der Folge £ ist.l) Damit haben wir

FeXo\X* w. Xo, |

Wir vergleichen abschlieBend die Menge B mit der Menge BY der Bemoulhfolgen
" iiber X zur Verteilung u?), die nach [5] mit der Menge der durch endliche Automaten
nach dem Prinzip vom sausgeschlossenen Spielsystem darstellbaren Zufallsfolgen
iibereinstimmt,

Es sei M die Menge aller Male y auf X mit der Bigenschaft p(X) = 1 und u(x) >x 12
fiir alle = € X. ,

Batz 9. 1. Fiir jedes p ¢ M gilt RE n BY = 0.
2. Es gibt eine rekursive Folge & aus X“’ die nicht in RE u U B liegt.

Beweis. 1. Nach Delinition ist jedes w € X* Teilwort einer Bernoulhfolge &. Zufolge
Korollar 8 kann deshalb £ nicht in R¥ liegen.

2. Es selen g eine rekursive Aufzahlung von ganz X* sowie x ¢ X. Wir setzeni

g, -—DfLT % - -« x - g(3). Offensichtlich gilt &, ¢ R¥. Weiterhin ist der Grenzwert der

(=1
(i g (i) |}1-mal
relativen Héufigkeit des Anftretens von z als Teilwort von &, gleich 1 & u(x). ||

Mit {£,} haben wir gleichzeitig ein Beispiel einer Nullmenge erster Kategorie, dle in
keiner reguliren Nullmenge enthalten ist,
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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daBl die Klasse der reguliren Folgenmengen vom
Mabe Null (bei beliebigem nichtsinguliren ProduktmaB) mit der Klasse der reguldren
Folgenmengen erster Kategorie iibereinstimmt. Weiterhin werden Beziehungen zwischen
dieser Klasse und der Klasse der Folgenmengen, die durch von endlichen Automaten aus-
gefithrte Zufallstests charakterisiert worden, angegeben.

Abstract

The present paper shows that the class of regular null-sets of sequences (concerning an
arbitrary non-singular product-measure) and the class of regular sets of sequences of the
firet category coincide. Furthermore are given connections between this class and the class
of sets of sequences which do not withstand random tests carried out by finite automata.

Peaiome

Hacrosamasn paGora NOKABHBACT, 4WTO KIACC PETY/APHBIX MEOMECTR TOCHEIOBATEIh-
HocTelt MepEL Hy.b (IpK 060 HeBHPO#IEHHGI Mepe IPORIBCACHAA) COBIANAET ¢ KTac-
COM DEry/dApHHX MHOMKECTB IOCIeN0BATELHOCTEM TepROd Kateropud. KpoMe Toro
AA0TCA COOTHOMICHUA MEMIY DTHM KIACCOM H KITACCOM TeX MHOMKECTR ITOCHEOBATENb-
HOCTell, KOTOPHE XapaKTEPHayeMEl CIYy4allHMMU TECTAMH NPOMABENEHHEE HKOHETHEIMH
ABTOMATAMH,
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